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摘要：二次频率控制是保障孤岛微电网频率稳定的关键。针对子区域采样速率不同可能导致的控制效果不佳问题，

基于多速率采样数据对相应的控制方案进行了研究。相较于现有方案，在构造系统数学模型时进一步考虑了多速

率的采样场景。一方面，这将有利于提高控制方案的普适性和实际应用价值。另一方面，通过在通信资源充足的

子区域缩短采样间隔，通信资源相对紧张的子区域的采样间隔可以更大，从而避免传输过程中的数据拥塞。在稳

定性分析与反馈增益求解过程中，引入循环泛函法以放宽对李雅普诺夫泛函的正定性要求，改善了结果的保守性。

最后，通过仿真算例验证了所提方案的有效性。 
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Abstract: Secondary frequency control is crucial for ensuring frequency stability in islanded microgrids. To address 

potential control inefficiencies arising from different sampling rates across microgrid subareas, this paper investigates 

corresponding control scheme based on multi-rate sampling data. Compared to existing schemes, the proposed method 

explicitly considers multi-rate sampling scenarios when constructing the system mathematical model. On the one hand, 

this enhances the generality and practical applicability of the control scheme. On the other hand, by shortening the 

sampling intervals in subareas with sufficient communication resources, larger sampling intervals can be adopted in 

subareas with relatively constrained communication resources, thereby avoiding data congestion during transmission. In 

stability analysis and feedback gain design, this paper introduces the looped-functional approach to relax the positive 

definiteness requirement of the Lyapunov functional, thereby reducing the conservatism of the results. Finally, simulation 

studies are conducted to verify the effectiveness of the proposed scheme. 
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0  引言 

微电网通常由分布式发电单元 (distributed 
generation, DG)、本地负荷、储能系统(energy storage 
systems, ESS)以及通信和控制设备等构成，它是为

农村和偏远地区供电的一种有效解决方案[1-3]。根据

能否获得主电网的支持，微电网有并网与孤岛两种

运行模式。随着配电网被允许孤岛运行，孤岛微电 
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网也有望成为智能主动配电网的重要组成部分[4]。

与传统电力系统相比，微电网规模更小，其包含的

高比例可再生能源增加了系统的不确定性。同时，

由于电力电子逆变器的使用会导致电源与负荷解

耦，微电网的系统惯量显著降低[5-6]。当运行在孤岛

模式下时，微电网将失去来自公共主电网的支持，

需要依靠自身来维持频率的稳定，此时，负载等的

微小变化都可能在短时间内导致较大的频率波动[7]。

由于下垂特性的影响，一次频率控制会导致微电网

的稳态频率产生偏差[8-9]，因此必须采用二次频率控

制来使其频率保持在额定值附近。 
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现有的文献中，集中式的控制结构被广泛地应

用于微电网的频率控制[10-11]。这种控制结构需要配

置一个中央控制器以处理来自整个系统的采样数据

并提供相应的反馈，因此中央控制器的计算负担相

当沉重，数据传输过程所需要的时间可能会较长，

部分通信链路或是控制器的故障会对整个系统的稳

定运行造成不利影响[12-13]。与集中式控制相比，分

布式控制无需配置中央控制器来处理全系统数据，

各个子区域的控制器只需处理本地及相邻子区域的

采样数据，再通过彼此之间的协同工作即可将整个

微电网的频率维持在允许范围内[14-15]。显然，对于

包含多个子区域的微电网系统，分布式控制能够缩

短数据传输距离并提高运行稳定性。此外，分布式

控制在灵活性和可扩展性上也更有优势[16-17]。无论

采用集中式还是分布式结构，微电网的二次频率控

制都依赖于采样与通信技术。针对这些领域的研究

已取得诸多成果，例如，文献[18]基于异步采样数

据研究了领导者-跟随者一致性问题，并为固定网络

和切换有向网络下的通用线性多智能体系统设计了

分布式状态反馈控制器。文献[19]设计了基于动态

事件触发机制的微电网二次频率控制方法，该方法

能够根据上一次传输值与当前采样值之间的误差来

对传输阈值进行动态调整。文献[20]为通信受限的

电力系统提出了一种具有记忆功能的事件触发式 H
无穷负载频率控制方案，该方案能够利用最新传输

的一系列数据，显著提升控制性能。需要注意的是，

当涉及到多区域的采样数据系统时，以上相关文献

都假定不同子区域的采样速率是相同的。实际上，

多区域微电网中传感器的测量数据通常是以不同的

采样率获取的，因此在建立模型时考虑多速率的采

样场景更具现实意义。此外，允许各子区域以不同

速率进行采样能够缓解局部通信资源紧张，避免传

输过程中的数据拥塞。 
在二次频率控制回路中，连续状态参数被采样

并通过数字信道进行传输，然后数字控制器基于这

些采样数据生成控制输入。这意味着微电网系统的

二次频率控制同时包含连续时间部分和离散时间部

分。针对这一问题，文献[21]提出了循环泛函法，

通过该方法，能够基于连续时间模型，运用离散时

间 Lyapunov 理论对线性采样数据系统的稳定性进

行分析。在 Lyapunov 泛函的构建过程中，循环泛函

部分可不受正定性条件的约束，因此相较于传统的

Lyapunov-Krasovskii 泛函，所得到结果的保守性能

够降低。循环泛函法已在诸多文献中得到应用，例

如，文献[22]提出了一种满足典型 Bessel-Legendre
不等式的新型循环泛函，并以此为基础对闭环系统

提出了若干与其阶数相关的稳定性判据。针对采样

数据及信号传输延迟问题，文献[23]通过构造相应

的循环泛函推导出了系统负荷频率控制的稳定条

件。文献[24]则根据单调性将延迟区间划分为两部

分，分别提出了与单调递增和单调递减区间相关的

两种循环泛函，并在此基础上得出了保守性较弱的

稳定性判据。但需要注意的是，上述研究成果中的

循环泛函仅适用于单一采样速率的场景。对于多速

率采样数据系统，各子区域的采样不同步，这就给

系统循环泛函的构建带来了问题。另外，虽然已有

许多求解反馈增益的方法，但这些方法在应用到具

体场景中时往往会存在局限性，例如，文献[25]中
的方法要求矩阵 C可逆，但微电网系统往往并不满

足这一条件；文献[26]中的方法则没有考虑自由加

权矩阵的影响。因此有必要在本文所考虑的场景下

对如何求解反馈增益进行研究。 
本文旨在基于多速率采样数据为微电网系统设

计二次频率控制方案，主要贡献如下。 
1) 通过循环泛函法，提出了基于多速率采样数

据的二次频率控制稳定性准则。因其在采样时刻的

值保持不变，循环泛函可放宽所构造的李雅普诺夫

泛函的正定性要求，降低结果的保守性。相较于文

献[18-20]中单一速率的情况，多速率采样更具现实

意义，并为根据通信负担调整各个子区域的采样间

隔提供了可能。 
2) 给出了多速率采样相关概念的数学描述，并

将其融入到微电网的采样环节，最终构建了基于多

速率采样数据的微电网动态频率响应模型。该模型

可灵活扩展，根据需要添加 ESS 等模块。 
3) 通过调整稳定性准则中的自由加权矩阵并

将原问题转化为 W-problem，推导出了多速率采样

场景下微电网系统反馈增益矩阵的求解方法。该方

法无需满足相关矩阵非奇异性的要求并充分考虑了

自由加权矩阵的影响。 

1   预备知识 

1.1 符号说明 

在本文中，符号 N 、R 、 nR 、 m nR  、E分别

表示正整数集、非负实数集、 n维实向量集、维数

为m n 的实矩阵集以及从区间 [0,  ]H 到 nR 的可微

函数集，其中H R ； 0P＞ 表示矩阵 m mR P 是

正定对称矩阵； 2 4( )ij M M 表示矩阵M 是由 2 4

个子块 ijM 组成的分块矩阵； I 表示单位矩阵，其

维数由具体情况决定；表示对称矩阵中的对称项；

对于平方可积的信号向量 f ， T( ) ( ) ( )t t tf f f
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和
2 1 2

2 0
( ( ) d )t t


 f f 分别表示向量的欧氏范数

和 2 范数。 
1.2 多速率采样下微电网的动态模型 

根据地理位置等因素，微电网系统可以划分为

若干子区域，相邻子区域之间通过联络线实现互联。

为实现分布式的二次频率控制，对各个子区域的区

域控制误差(area control error, ACE)进行采样并作为

控制信号，该信号能够反映本地及其与其他子区域

的频率偏差。控制信号传输到各子区域的控制器后，

经过计算生成控制输入对系统的状态进行调控，使

微电网的频率恢复到额定值。图 1 展示了多速率采

样下微电网系统中第 i个子区域的动态频率响应特

性。图中： iM 、 iD 、 t,iT 、 g,iT 和 iR 分别表示发电

机的等效惯性常数、发电机的等效阻尼系数、汽轮

机的时间常数、调速器的时间常数以及第 i个子区

域的下垂特性系数； ijT 为子区域 i和 j的连接线同

步系数，如果子区域 i和 j邻接，则 0ijT ＞ ，否则

0ijT  ； ( )iy t 表示 ACE 信号， ( ) ( )i i iy t f t    

tie, ( )iP t ，其中 i 是频率偏差因数， if 、 t,iP 、

tie, ( )iP t 、 d,iP 、 g,iP 和 ( )iu t 分别表示第 i个子区

域的频率偏差、汽轮机功率输出偏差、联络线功率交

换、负荷扰动、调速器阀门位置偏差以及控制输入。 

 

图 1 微电网中第 i个子区域的动态频率响应 

Fig. 1 Dynamic frequency response of the i th 

subarea in a microgrid 
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定义 
T
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则系统(1)可以写为 

1,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

m

i ii i ij j i i i i
j j i

i i i

t t t u t t

y t t
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采用 PI 控制器并对 ( )iy t 进行采样作为控制信

号， ( )iu t 的表达式为 

   P, I,( ) ( ) ( )i i i i iu t K y t K y t            (4) 

式中： P,iK 和 I,iK 分别为控制器的比例和积分系数。 

由于不同子区域的采样速率在实际当中往往不

完全一致，且各个子区域的采样通常是非周期性的，

若基于同步采样生成控制输入，会造成模型与实际

情况之间的差异，导致基于这些模型的控制策略无

法实现良好的控制效果。多速率、非周期性的采样

数据不具备同步采样数据的规整性，因而描述起来

更为复杂。为分析多速率、非周期性的采样行为，

将相关概念定义如下。 

首先，假设第 i个子区域的状态向量在
i

i
kt 时刻

被采样，其中 ik N  表示第 i个子区域的采样序号，

i

i
kt 表示第 i个子区域中不晚于 kt 的最后一次采样的

时刻。那么，该子区域两次连续采样之间的时间间

隔定义为 

1 (0,  ]
i i i

i i i i
k k kh t t h           (5) 

式中： ih 表示第 i个子区域采样间隔的上界。 



于永进，等   基于多速率采样数据的微电网二次频率控制                        - 155 - 

对于每一个子区域，其采样时刻都可以构成一

个集合，而这些集合的并集则构成了整个微电网系

统的采样时刻，其中的元素用 kt 来表示，具体表达

式为 

1 2

1 2
1 1 1 1

1 2
1 1 1 1

min( ,  , ,  )

min( ,  , ,  )
m

m

m
k k k k k k k k

t t t t

t t t t t t t t   



    








  (6) 

式中： m N  表示微电网所包含的子区域数；

k N  表示整个微电网的采样序号。 

类似地，整个微电网尺度下两次连续采样之间

的时间间隔定义为 

 1 (0,  ]k k kh t t h             (7) 

式中： min{ }ih h 。即整个微电网系统的采样时刻，

可以认为是由 ih 最小的那个子区域的采样时刻插

入其他子区域的采样点后得到的，因此 kh 的上界即

为 h。 

文中的微电网属于采样数据系统，采用输入延

迟方法来将其描述为带有输入延迟的连续模型。对

于第 i个子区域，输入延迟定义为 ( )
i

i i
kt t t   ，其

中 1[ , )
i i

i i
k kt t t  。它满足关系式(8)。 

0 ( )
i

i i i
kt h h h≤ ≤ ≤ ≤         (8) 

式中： max{ }ih h 。当拓展至整个微电网系统时，

输入延迟 ( )t 则由式(9)定义。 

( ) ( )i
kt t t t   ≤           (9) 

式中： 1[ ,  )k kt t t  。 

在上述定义的基础上，考虑微电网系统中多速

率、非周期采样的情况，对于 1[ ,  )k kt t t  ，控制输

入的表达式为 

P, I,

P, I,

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( ))

i i

i i
i i i k i i k

i i
i i i i

u t K y t K y t

K y t t K y t t 

   

   




 

 
    (10) 

将式(10)代入式(3)并定义 
T T( ) [ ( ),  ( )] ,  ( ) [ ( ),  ( )]

( ) ( ( ))

i i i i i

i
i i

t t y t t y t y t

t t t

  


 

 ix x y

x x

   
 (11) 

可以得到 

1,

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),  [ ,  )

i ii i i i i i

m

ij j i i
j j i

i i i k k

t t t

t t

t t t t t


 



   

 

  



x A x B K C x

A x F

y C x

     (12) 

其中： 

0 0

0 00 0
ii iij

ii ij i

i

     
       

   

  
 ； ；
A BA

A A B
C

； 

P, I,
0[ ]

00 1
ii

i i i i iK K
            

 
； ；

FCK C F  

然后，定义 
T T T T
1 2
T T T T
1 2

T
1 2
T T T T
1 2

( ) [ ( ),  ( ),   ,  ( )]

( ) [ ( ),  ( ),   ,  ( )]

( ) [ ( ),  ( ),   ,  ( )]

( ) [ ( ),  ( ),   ,  ( )]

m

m

m

m

t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

  

 
 



 






x x x x

x x x x

ω

y y y y

      (13) 

得到基于多速率采样数据的微电网动态频率响

应模型为 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
t t t t
t t
  


x Ax BKCx Fω
y Cx

     (14) 

式中： [ ]ij m mA A ； 1 2diag{ , , , }m B B B B ； K  

1 2diag{ , , , }mK K K ； 1 2diag{ , , , }m C C C C ； F  

1 2diag{ , , , }mF F F 。 

根据文献[27]中所给出的模型，可再生能源电

源例如光伏 (photovoltaic panel, PV)和风电 (wind 
turbine generator, WTG)；以及 ESS 例如电池储能

(battery energy storage, BES)和飞轮储能 (flywheel 
energy storage, FES)，可以通过向系统向量和矩阵中

添加相应元素而很容易地整合进微电网系统式(14)
中，并且后续定理只需稍作修改即可。 
1.3 重要引理 

引理 1[28]：对于在 nR 的开子集D中取值为正的

1 2  ,  , , : m
Nf f f R R ，若 

,

,

( ) ( )
0

( ) ( )
i i j

i j j

f t g t
g t f t
 
 
 

≥            (15) 

则 

,

1
( ) ( ) ( )i i i j

i i i ji

f t f t g t
 

  ≥        (16) 

式中： , , ,: ,  m
i j j i i jg R R g g  ； i R  满足 0i ＞ 且

1i  。 

引理 2[21]：对于标量 2 1 0 ＞ ＞ 以及可微泛函

0
nV R R： ，若存在标量 2 1 0 ＞ ＞ 和 0＞ 使得

式(17)条件成立。 

1 0 2( ) ( ( )) ( ) ,  nt V t t R
    x x x x≤ ≤   (17) 

那么以下两条结论是等价的： 
1) 对于 p N  和 1 2[ ,  ]pT   ，泛函 0V 的变化

量严格为负，即 
 0 0 0( ) ( ( )) ( (0)) 0pV p V T V  x x ＜      (18) 

2) 存在一个对于 g E  和 1 2[ , ]pT   ，满足式

(19)条件的可微泛函 2:  [0,  ]lV E R   ，使得对于

任意的 1 2( , , ( )) [ ,  ] [0,  ]p pp T t N T     。 



- 156 -                                         电力系统保护与控制   

 ( ,  ( )) (0,  ( ))l p lV T g V g             (19) 

0

d
[ ( ( )) ( ( ),  ( ))] 0

d ( ) lV V t
t

  


x x ＜     (20) 

引理 2 中的泛函 lV 即为循环泛函。一般来说，

Lyapunov 泛函需要是正定的，而根据引理 1，在推

导稳定性准则及求解反馈增益时，所构造的

Lyapunov 泛函可以由正定部分以及不必保证正定

的循环泛函部分构成。根据离散时间理论，循环泛

函部分在采样时刻的值需要保持不变，在此基础上，

它可以由自由加权矩阵而不必是正定矩阵构成，这

将有利于降低稳定性校验以及求解反馈增益时结果

的保守性。 

2   二次频率控制方案设计 

2.1 节对相应的二次频率控制稳定性准则进行

了推导。当 PI 控制器的反馈增益在预设的采样间隔

上界  ( 1,2, , )ih i m  以及H无穷性能指标 下能够

满足定理 1 时，即可保证整个微电网系统的频率稳

定性。同时，为便于直接获得反馈增益而不必预设

后代入验证，2.2 节中给出了反馈增益的求解方法。 

2.1 二次频率控制稳定性准则 

定理1：对于给定的 ( 1,2, , ) 0ih i m  ＞ ， 0 ＞ ，

若存在 0P＞ ， 0S＞ ， 0＞Z 以及适当维数的矩阵

1X 、 2X 、T 、 ( 1,2, ,12)i i  Y 、 2 4( )ij Q Q 使得 

T 0
 
 
 

Z T

T Z
＞             (21) 

 0,  0hΨ Ψ Φ＜ ＜           (22) 

式中： 1 2diag{ , , , }m S S S S ； 1 2diag{ , , , Z Z Z  

}mZ ； 1 2 2 2 2
1 2diag{( ) ,( ) , ,( ) }m

mh h h H Z Z Z ； T  

1 2diag{ , , , }mT T T ； 7 7( )ij Ψ Ψ ； 7 7( )ij Φ Φ ； 11 Ψ   
T T T T T

11 11 1 1 5 5( ) 2       C C Q Q X X S Z Y A A Y ；
T T T

12 12 11 1 2 6     Ψ Q Q X X A Y ； 13 13  Ψ Q  
T T T

21 5 11 7    Q Z T Y BKC Y A Y ； 14 14  Ψ Q  
T T T

21 8 11 Q A Y Y ； T T
15 5 9  Ψ P Y A Y ； 16  Ψ T  

T T
10A Y ； 17 5Ψ Y F ； T

22 12 12 1(   Ψ Q Q X  
T T

1 2 2) 2  X X X ； T
23 13 22 1 6   Ψ Q Q Y Y BKC；

T
24 14 1 22  Ψ Q Y Q ； 25 6 Ψ Y ； 27 6Ψ Y F ； 

T T T
33 23 23 2 2 72         Ψ Q Q Z T T Y Y Y BKC

T T
7( )BKC Y ； T T T T

34 24 2 23 3 8( )    Ψ Q Y Q Y BKC Y ；
T T T

35 7 12 9( )   Ψ Y Y BKC Y ； T T
36 10( ) Ψ BKC Y  

T
4  Y T Z ； 37 7Ψ Y F ； T

44 3 3 24    Ψ Y Y Q  
T

24Q ； T
45 8 12  Ψ Y Y ； T

46 4 Ψ Y ； 47 8Ψ Y F ；

T
55 9 9   Ψ Y Y H ； T

56 10 Ψ Y ； 57 9Ψ Y F ；

66   Ψ S Z ； 67 10Ψ Y F ； 2
77  Ψ I ； 15 Φ  

T T
11 11 1 1( ) 2  Q Q X X ； T T

25 12 11 1 2   Φ Q Q X X ；
T

35 21 13 Φ Q Q ； T
45 14 21 Φ Q Q ；Ψ 和Φ上三角

部分中未说明的部分均为 0。则微电网系统式(14)
渐近稳定并具有 H 无穷性能指标上界 。 

证明：构造如式(23)所示的 Lyapunov 泛函。 

T T

1

0 T

1

T T
1 2 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d

( ) ( )d d

( ( ))[2 ( ) ( ) ( ) ( )]

i

i

m t

i i it h
i

m ti
i i ih t u

i

k

V x t t s s s

h s s s u

h t t t t t




 


  



 



  

x Px x S x

x Z x

ς Qς ς Rς

     (23) 

T T T T T T
1 2

T T T T T T T
3

T
2 2 11 1 1 12 1 2 21

T T T
12 22 2 2 1 1

( ) [ ( ) ( ),  ( ) ( )],  ( )

[ ( ),  ( ),  ( ),  ( )],  ( ) [ ( ),  ( )],

( ) ,  2,  ,  

,  2

k k

k k k

ij

t t t t t t

t t t t t t t



   



      

    

ς x x x x ς

x x x x ς x x

R R R X X R X X R

R R X X X X

式中：

。

 

因为 0＞P ， 0S＞ ， 0＞Z ，所以 Lyapunov

泛函中的前三项是正定的。泛函中的后两项为循环

泛函项，可以看到，通过构造作差项以及具有一定

特性的矩阵，它们在 ( ) kt h  时刻和 ( ) 0t  时刻(即

两次连续采样时刻)的值恒为 0。证明过程较为简单，

此处不再赘述，其中最后一项参考了文献[29]中泛

函的构造形式。这样一来，矩阵Q以及 R中的 1X 和

2X 就可以是自由加权矩阵，有利于降低结果的保

守性。 

泛函中的
0 T

1

( ) ( )d d
i

m ti
i i ih t u

i

h s s s u
 


   x Z x  沿系统

轨迹的导数为 

T T

1

( ) ( ) ( ) ( )d
i

m ti
i i it h

i

t t h s s s




 x Hx x Z x        (24) 

对式(24)中的积分项应用詹森不等式： 

T

1

T

1

T

1

 ( ) ( )d

1
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( )

1
ˆ ˆ[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

1 ( )

i

m ti
i i it h

i

m

i i i i ii i
i

m

i i i i ii i
i

h s s s

t t t t
t h

t t t t
t h














   

 


 





 x Z x

x x Z x x

x x Z x x

≤

  (25) 

因为式(21)成立，所以可以根据引理 1 对式(25)
进行进一步推导，如式(26)所示。 

T

1

T

T

  ( ) ( )d

( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

i

m ti
i i it h

i

h s s s

t t t t

t t t t






      
           

   x Z x

x x Z T x x

x x T Z x x

≤

    (26) 
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其中 T
1

ˆ ˆ ˆ( ) [ ( ), , ( )]mt t t x x x ， ˆ ( ) ( )ii it t h x x 。 

因此 ( )V t 沿系统式(14)的轨迹的导数满足式(27)。 
T T T

T T T
1 2 3 3

T T
1 2 1 2

T T
1 1

T
1 2

T

ˆ ˆ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

2( ( ))[ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ( ))[ ( )( ) ( )

2 ( )( ) ( )]

( ) ( )

ˆ( ) ( )

k

k

k

V t t t t t t t

t t t t t t

h t t t t t

h t t t

t t

t t

t t





  

  

  

  

  

 
  

 
 

 




≤ x Px x Sx x Sx

x Hx ς Qς ς Rς

ς Qς ς Qς

x X X x

x X X x

x x

x x T

( ) ( )

ˆ( ) ( )

t t

t t

   
      

Z T x x

T Z x x

 (27) 

系统中的 ( )tx 在两次连续采样之间的时间段

内保持不变，因此自由加权矩阵  ( 1,2, ,12)i i  Y 可

以通过式(28)所示的零等式加入到V中。 
T T T T

11 1 2 3

T T
12 4

T T T T
5 6 7 8

T T
9 10

0 2[ ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ][ ( ) ( )]

0 2[ ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ][ ( ) ( )

( ) ( )]

k k

k

k k

t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

t t

     


 
     
   
 






x Y x Y x Y x Y

x Y x Y x x

x Y x Y x Y x Y

x Y x Y Ax BKCx

Fω x

(28) 

根据式(27)和式(28)，可以得到 
T

T 2 T

T

T 2 T

( ) ( )[ ( ( )) ] ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k

k k k

k k

t t h t t

t t t t

h t h h h t
t h

h h h h

t t t t t





 



  

 

   
     

  
 

V χ Ψ Φ χ

y y ω ω

χ Ψ Ψ Φ Ψ

χ y y ω ω

≤

 

 (29) 
式中： T T T T T T

     ˆ( ) [ ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),k kt t t t t t tχ x x x x x x  
T T( )]tω 。 

因此，若式(21)和式(22)成立，那么 
T 2 T( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t V y y ω ω≤      (30) 

对不等式两侧从0到 kt 进行积分并代入零

初始条件，可以得到 
T 2 T

0 0
( ) ( )d ( ) ( )dt t t t t t

 

 y y ω ω＜       (31) 

因此，对于任意非零 2( ) [0, )t L ω ，
2

( )ty ≤

2
( )t ω ，即微电网的二次频率控制具有满足期望

的 H 无穷性能。而当 ( ) 0t ω 时 ( ) 0tV ＜ ，根据引理

1，这说明微电网系统式(14)是渐近稳定的，即在二

次频率控制的作用下系统频率偏差能够收敛至 0。 
2.2 反馈增益的求解方法 

在定理 1 中，反馈增益矩阵 K需预先给定并代

入矩阵不等式进行验证，若要直接获得 K，就需要

解决它与自由加权矩阵的耦合问题。因此，首先对

式 (28)中的 ( 5,6, ,10)i i  Y 进一步定义： i Y  

0iyY ，其中 iy R ， 0Y 是自由加权矩阵。然后，定

义 T T T T
0 , , , ,      X Y P X PX S X SX Z X ZX T  

T T T T
1 1 2 2, , ,    X TX H X HX X X X X X X X X 和

T
2 4( )ij Q X Q X  ，并用 diag{ , , , , , , }X X X X X X I 及

其转置分别右乘、左乘式(22)中的矩阵不等式，可

以得到如下等价条件。 

T
0

 
 
 

 
  ＞
Z T

T Z
           (32) 

0,  0h  Ψ Ψ Φ＜ ＜          (33) 

式中： 7 7( )ij  Ψ Ψ ； 7 7( )ij  Φ Φ ； T
11 ( ) Ψ CX CX  

T T T T
11 11 1 1 5 5( ) 2 y y           Q Q S Z X X AX X A ； 

T T T
12 12 11 1 2 6y        Ψ Q Q X X X A ； 13 13   Ψ Q  

T T T
21 11 5 7y y       Q Z T Y BKCX X A ； 14 14  Ψ Q  

T T T
21 8 11y  Q X A Y ； T T

15 5 9y y   Ψ P X X A ； 16 Ψ  
T T

10yT X A ； 17 5yΨ F； T
22 12 12 1(      Ψ Q Q X  

T T
1 2 2) 2    X X X ； T

23 13 22 1 6y      Ψ Q Q Y BKCX ；
T

24 14 22 1     Ψ Q Q Y； 25 6y Ψ X ； 27 6yΨ F； 33 Ψ  
T T T

23 23 7 72 ( )y y          Z Q Q T T BKCX BKCX

 T
2 2 Y Y ； T T T

34 24 23 8 2 3( )y         Ψ Q Q BKCX Y Y ；
T T

35 7 12 9 ( )y y    Ψ X Y BKCX ； T
36 4    Ψ Y T  

T
10 ( )y  BKCX Z ； 37 7yΨ F ； T

44 3 3 24     Ψ Y Y Q  
T

24
Q ； T

45 8 12y   Ψ X Y ； T
46 4  Ψ Y ； 47 8yΨ F ；

T
55 9 9y y    Ψ X X H ； T

56 10y Ψ X ； 57 Ψ  

9y F ； 66     Ψ S Z ； 67 10yΨ F ； 2
77  Ψ I ；

T T
15 1 1 11 11( ) 2      Φ X X Q Q ； T

25 12 11   Φ Q Q  
T

1 2 X X ； T
35 21 13  Φ Q Q ； T

45 14 21  Φ Q Q ；Ψ 和
Φ 上三角部分中未说明的部分均为 0。 

对于 11Ψ 中 T( )CX CX 这一非线性项，可以应用

舒尔补定理对其进行分解，相应地，式(33)变为 

 
T T

ˆ ˆ
0,  0h

   
   

    
Ψ Ω Ψ Ω
Φ

Ω I Ω I
＜ ＜     (34) 

式中：      [ , 0, 0, 0, 0, 0, 0]Ω CX ，相较于 11Ψ ， 11Ψ̂ 中

少了 T( )CX CX 这一项。 

在式(32)、式(34)的基础上，下面将给出反馈增

益 K 的求解式。在所研究的微电网系统中，矩阵
2 5m mC R 显然不是一个方阵，所以定义 Y KCX

然后得到 1 1 K YC X 的方法是不可行的。根据文

献[30]中的方法，定义 FC CX 以及 GC KCX 并

对原始项进行替换，这样一来新的矩阵不等式中将
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不再包含耦合项，求解 K 的问题就可以转化为文献

[31]中的 W-problem。为保证等式 FC CX 以及

GC KCX 能够成立，矩阵F需要满足式(35)。 
T( )

0
  

   

I FC CX

I
＜        (35) 

式中： 是一个非常小的标量， 0＞ 。根据矩阵C

是行满秩的，可以得出矩阵 F是满秩的，因此 F
可 逆 ， 根据 FC CX 和 GC KCX 可以得到

1K GF 。 
根据上述分析即可在满足频率稳定性的基础上

获得反馈增益，相关定理可总结如下。 

定理 2：对于给定的 ( 1,2, , ) 0ih i m  ＞ ， ＞ 

0 ，若存在 0P＞ ， 0S＞ ， 0Z＞ 以及适当维数的

矩阵F，G， 1X ， 2X ，T ，X ， 2 4( )ij Q Q  使得

矩阵不等式(32)、式(34)*以及式(35)成立，其中式

(34)*是通过将式(34)中的CX 和 KCX 分别替换为

FC和GC 后得到的，那么在反馈增益 1K GF 的

作用下，微电网系统式(14)渐近稳定并具有 H 无穷

性能指标上界  。 

3   算例分析 

为分别对微电网二次频率控制的稳定性准则和

反馈增益求解方法进行分析验证，本文使用了

MATLAB 中的 LMI 工具箱来对定理中的线性矩阵

不等式进行求解，并参照图 1 在 Simulink 环境中搭建

了孤岛微电网测试系统。为便于分析，设定微电网系

统中仅包含 2 个子区域，详细的参数[25]如表 1 所示。 
表 1 两区域微电网的参数 

Table 1 Parameters of the two-area microgrid 

参数 t ( )T s  g ( )T s  R  D    ( )M s  

区域 1 0.3 0.1 0.05 1.0 21.0 10 

区域 2 0.4 0.17 0.05 1.5 21.5 12 

12 0.1986 p.u./radT   

3.1 稳定性准则有效性分析 

首先，对单一速率和多速率采样的采样间隔上

界指标进行对比。在单一采样速率的情况下，微电

网的两个子区域的采样间隔上界相同，若给定参数

P,1 P,2 I,1 I,20.2,  0.2K K K K     以及 15  ，那么

当 1 2 2.21sh h ＞ 时，定理 1 中的线性矩阵不等式

组将无法成立，不能保证微电网系统的频率稳定性。

而在多速率采样的情况下，不同子区域的采样间隔

上界不必一致，若 1h 降低至 1.38 s，则在频率稳定

的前提以及相同的反馈增益和  下， 2h 可增大至

2.4 s。这一结果说明，在多速率采样的场景下，微

电网子区域的采样间隔可灵活调整：通过在通信资

源充足的子区域缩短采样间隔，通信资源相对紧张

的子区域的采样间隔可以更大，从而节约带宽、减

少数据拥塞，保证采样数据和反馈信号能够顺利传

输，进而维持系统频率的稳定。 
在 3.1 节的仿真分析中，选取如下一组满足定理

1 的参数： P,1 P,2 I,1 I,20.2, 0.2K K K K     ， 1h   
21.38 s, 2.4 s, 15h   ，其中 1h 和 2h 为给定其他参

数情况下微电网两个子区域采样间隔的一组临界值。

通过处理由 Simulink 中的 Random Number 模块生成

的数据并将其输入 Signal Builder 模块，可获得满足
1 1.38 sh  和 2 2.4 sh  的采样序列，如图 2 所示。 

 
图 2 稳定性分析中的采样时刻和间隔 

Fig. 2 Sampling instants and intervals in stability 

criteria analysis 

不同于文献[17-19]中所假定的单一采样速率的

情况，3.1 节中微电网的两个子区域分别以不同速率

进行采样。从建立模型的角度来看，假定各子区域

的采样速率相同会使得系统的描述与实际情况之间

存在较大差异，在这种情况下对系统的控制部分进

行设计会导致获得的结果偏离预期，因此，在模型

中考虑采样速率不一致的情况更具现实意义。 
为了校验定理 1的有效性，分别研究 ( )t  0 和

( )t  0 两种情况下微电网系统的频率响应。在

( )t  0 的情况下，假定微电网系统存在初始频率

偏差 1(0) 0.1f   和 2 (0) 0.2f  ，这些初始频率偏

差可用来表示一次频率控制的不利影响。此时，系
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统的频率响应如图 3(a)所示。而在 ( )t  0 的情况

下，对微电网系统施加如下扰动： 

1

2

0 0 2

( ) 0.05 2 20

0.1 20

0 0 1

( ) 0.05 1 23

0.1 23

t

t t

t

t

t t

t






 



 


≤

≤

≥

≥

＜

＜

＜

＜

≤

≤

 

系统的频率响应如图 3(b)所示。 

 

图 3 稳定性分析中微电网两个子区域的频率响应 

Fig. 3 Frequency responses of the two subareas 

in stability criteria analysis 

从图 3 可以看出，在给定的满足定理 1 的参数

下，当 ( )t  0 时，微电网系统的初始频率偏差能

够被很好地消除，即二次频率控制解决了一次控制

的误差问题。而在 ( )t  0 的情况下，外界扰动能

够被有效地抑制，且在扰动后频率可以被拉回到额

定值并保持稳定。上述结果验证了稳定性准则和二

次频率控制方案的有效性。 
3.2 反馈增益求解方法有效性分析 

在 3.2 节中，给定 1 0.03 sh  ， 2 0.07 sh  ，   

15 ， 0.01  以及 1 ( 5) 10, 5,6, ,10iy i i     ，

解线性矩阵不等式(32)、式(34)*和(35)可得如下的反

馈增益矩阵 K 。 

 
0.6730 0.3018 0 0

0 0 0.3374 0.3621

 
   

K  

图 4 所示为满足 1 0.03 sh  和 2 0.07 sh  的部

分采样序列，以与 3.1 节相同的方式获得。 

 

图 4 反馈增益求解中的采样时刻和间隔 

Fig. 4 Sampling instants and intervals in determining 

the feedback gain 

为了验证定理 2 的有效性，在所求得反馈增益

的作用下，同样对 ( )t  0 和 ( )t  0 两种情况进行

研究。图5(a)和图5(b)分别展示了两种情况下微电网

系统的频率响应曲线。 
从图 4 所示的采样序列可以看出，3.2 节中微电

网系统的采样间隔比 3.1 节更小，这是因为在推导

定理 2 时所采取的方法增加了结果的保守性，例如，

定义 0 ( 5,6, ,10)i iy i  Y Y 实际上降低了矩阵的自

由度。从图 5 可以看出，在所求得反馈增益的作用

下，当 ( )t  0 时，微电网系统的初始频率偏差同

样能够被很好地消除；而在 ( )t  0 的情况下，外

界扰动也能够被有效地抑制，且在扰动后频率可以

被拉回到额定值并保持稳定。上述结果表明，所求 
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图 5 反馈增益求解中微电网两个子区域的频率响应 

Fig. 5 Frequency responses of the two subareas in 

determining the feedback gain 

得的反馈增益能够实现有效的二次频率控制，求解

方法是有效的。 

4   结论 

本文提出了一种基于多速率采样数据的二次频

率控制方案，该方案不仅更具普适性和实际应用价

值，还能让微电网中通信资源相对紧张的子区域以

较低的采样速率运行，从而避免数据拥塞现象的发

生。通过以数学形式对多速率采样的相关概念进行

描述并将其结合到微电网系统中，文中给出了基于

多速率采样数据的微电网动态模型。在此模型的基

础上，推导了二次频率控制的稳定性准则，使微电

网的频率能够维持在允许范围内；而反馈增益的求

解方法则使得控制参数可以直接获得而不必代入验

证。在上述定理的推导过程中，循环泛函的应用放

宽了正定性条件的要求，从而改善了结果的保守性。

最后，算例分析表明该方案能够实现有效的二次频

率控制，且能够让通信资源相对紧张的子区域运行

在较低的采样速率下。需要注意的是，文中尚未讨

论通信延迟、数据丢包等通信约束对控制策略的影

响，虽然多速率采样能够缓解带宽不足区域的通信

压力，但这些问题仍不可忽视。因此，后续将在建

立模型时考虑这些因素的影响，在此基础上对多速

率采样作进一步研究。 
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