
第49卷 第11期                             电力系统保护与控制                               Vol.49 No.11 

2021年6月1日                          Power System Protection and Control                           June 1, 2021 

DOI: 10.19783/j.cnki.pspc.200948 

一种基于 FPGA 并行加速的稀疏矩阵求解方法 

吴志勇 1，王晞阳 1，陈继林 2 

(1.国家超级计算无锡中心，江苏 无锡 214072；2.中国电力科学研究院有限公司，北京 100085) 

摘要：研究了电力系统电磁暂态仿真中最耗时的稀疏矩阵快速求解问题。采用了算法定义架构的设计思想，提出

了一种 DAG 静态并行调度算法，并设计了与之相适配的硬件并行加速阵列架构。在设计实现中，针对电磁暂态

仿真运算中稀疏矩阵求解的特性，采用了精确的节拍级硬件资源调度，实现了高度融合的软硬件协同加速。在此

基础上，进行了该设计的测试及性能分析。实验结果表明，该结构和方法在电力系统稀疏矩阵运算中的性能优于

通用 CPU 和 GPU。 
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0  引言 

在电力系统仿真中，电磁暂态仿真是主要的系

统仿真应用之一，也是电力系统安全分析和运行的

关键组件[1-4]。在该应用中，其核心算法是对大规模

线性方程组 Ax b的求解。同时，通过对实际数据

的分析可知，线性方程组中的系数矩阵 A 通常为稀

疏矩阵，电力系统大型稀疏矩阵的稠密度通常小于 
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1%[5]，如果不能有效地利用矩阵的稀疏性，在使用

计算机处理大型稀疏矩阵操作时会把大量的存储和

计算资源浪费在无效的零元上，导致处理效率低下

缓慢，并且部分超大规模稀疏矩阵甚至无法使用传

统的稠密矩阵算法来进行求解[6]。因此，在大型稀

疏矩阵进行存储和计算的时候，需要利用专用的算

法和数据结构，同时设计专用的硬件架构，最大化

地利用计算系统的算力和效能。在此背景下，电力

系统的电磁暂态加速求解问题最终聚焦为稀疏线性

方程组的加速求解问题[7-8]。 

求解稀疏线性方程组的方法有两大类：直接法
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和迭代法。 

直接法指在不考虑计算舍入误差的情况下，通

过矩阵分解和三角方程[9-10]求解稀疏矩阵方程组得

到精确解的方法。针对直接法求解过程中 LU 分解

组求解等有限步的操作，文献[11]在常用的 Right- 

Looking(RL)基础上提出改进的 Multifrontal 方法，

求解得到方程组的精确解，并且提高了计算性能。

文献[12]提出了一种具有多处理器耦合结构的稀疏

线性系统的并行算法，利用直接法通过 Cholesky 分

解求解稀疏对称正定矩阵，并对算法在排序、符号

因子分解、数值因子分解等求解过程进行了说明。

文献[13]在隐式梯形积分求解法基础上，基于扩展

的 Sherrman-Morrison 求逆公式推导出了一种基于

矩阵分块递推求逆的并行求解算法。 

迭代法指给定一个初始解向量，通过一定的计

算，构造一个向量列(一般通过逐次迭代得到一系列

逼近精确值的近似解)，向量列的极限为方程组理论

上的精确解[14-15]。文献[16]提出一种前端为 k 个乘

法器的加法树结构，该算法将矩阵每一行分为大小

为 k 的子行，元素不足 k 则补零。同时提出一种称

为“合并”的方法来降低补零带来的代价。文献[17]

采用一种行分块的 CRS 结构来进行迭代求解。 

由于迭代算法存在精度难以控制和收敛速度难

以控制的问题，不利于 FPGA(Field Programmable 

Gate Array)硬件实现[5]，所以本课题中采用了直接

法对稀疏线性方程组进行求解，并在此基础上提出

了一种基于 FPGA 加速的高性能稀疏矩阵求解方

法，构建了X86主机与 FPGA加速卡协同加速环境。

该环境将计算复杂的矩阵消元部分放在 FPGA 端以

高速并行数据流机实现求解，而将矩阵分解及调度

放在主机端实现，更好地优化了主机与加速部件间

的任务分配和协同。经软硬件开发和优化后，该加

速环境在电力系统电磁暂态仿真应用中取得了良好

的加速效果。 

1   稀疏矩阵数据预处理 

1.1 稀疏矩阵的存储 

稀疏矩阵是一个具有大量零元素的矩阵，为了

节省存储空间，可以不存储稀疏矩阵的零元素。基

于该思想，目前已有多种成熟的稀疏矩阵存储格式，

例如坐标格式、压缩条格式、对角格式等等。一些

格式专门为某种体系结构设计，而另外一些格式专

门为某种特殊应用设计。因此，需要根据算法设计

选择合适的存储格式。在本课题中，根据电磁暂态

仿真中稀疏矩阵求解的算法结构，采用压缩条格式

对稀疏矩阵进行存储。 

压缩条格式分为 CSR(Compressed Sparse Row)

格式和 CSC(Compressed Sparse Column)格式[19]。

CSC 格式是按列对非零元素进行压缩，它包括三个

数组： 

1) val ：浮点型数组，按列连续存储非零元素

的值； 

2) row_ind ：整型数组，存储 val 数组中对应非

零元素的行索引； 

3) col_ptr ：整型数组，数组的元素 col_ptr[ ]i 存

储了第 i列的第一个非零元素在 val 和 row_ind 的偏

移，即该列的起始地址。表示每列非零元素个数的

数组 len 可以由数组 col_ptr 得到，即： len[ ]i   

col_ptr[ +1] col_ptr[ ]i i- 。 

CSR 格式与 CSC 相似，CSR 格式不同于 CSC

格式的是按行对非零元素进行压缩并连续存储。 

1.2 稀疏矩阵的分解 

直接法中的矩阵分解部分，可以采用 Cholesky

分解、QR 分解和 LU 分解等[19]。而选择哪一种矩

阵分解方式则需要根据稀疏矩阵的特征来进行选

择。本课题的电力系统电磁暂态仿真稀疏矩阵求解

中，根据其算法特性，选择了 LU 分解的方式对稀

疏矩阵进行分解。 

在本课题中，为了充分发挥 FPGA 端的并行加

速能力，首先将分块之后的中小规模稀疏矩阵 A 在

CPU 主机端进行 LU 分解，得到下三角矩阵 L 与上

三角矩阵U ，使得 

A LU                (1) 

因此，可得 

LUx b                (2) 

由式(2)令 

Ux y                 (3) 

将式(3)代入式 (2)，可得 

Ly b                 (4) 

根据式(4)可求解得出未知向量 y ，将向量 y 代

入式(3)，可求解得出最终的未知向量 x 。 

由于式(3)和式(4)中的系数矩阵分别为下三角

矩阵 L 和上三角矩阵U ，因此求解过程主要进行逐

行消元，这部分任务在 FPGA 加速卡端实现，采用

静态并行调度算法(包含数据调度和时序调度)，利

用 FPGA 多处理单元(Process Element, PE)来实现最

大限度的并行求解。 

为了优化 FPGA 实现，在本课题中，将对系数

矩阵U 的对角线上的元素取倒数(在主机端调度中

实现)，这样就可以在行消元求解最终 [ ]ix 时采用乘

法运算取代除法运算。因此 FPGA 端的硬件结构中，
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只需实现乘法运算部件而不再需要除法运算部件。

与此同时，由于乘法运算过程能够实现节拍级流水

运行，可以大大提高硬件运算性能。 

1.3 稀疏矩阵静态并行调度 

由于电力系统电磁暂态仿真中的稀疏矩阵是实

际电网拓扑的数学抽象，在相对有限的运行时间内

具有结构稳定性[3,7]。所以在本课题中采用了静态算

法，在主机端对矩阵求解过程进行了并行调度，并

生成带节拍的控制和数据信息加载到 FPGA 内的多

个 PE 上实现矩阵求解。 

基于硬件并行加速的思想，为了在 FPGA 加速

卡中实现多个 PE 并行计算来提高运算速率，加速

稀疏矩阵的求解，需要充分开发稀疏矩阵求解过程

中的并行性。以稀疏下三角矩阵为例，当下三角稀

疏矩阵 L 的稀疏结构如图 1 所示，可以根据对角线

元素在求解过程中的依赖关系转化为一个有向无环

图(Directed Acyclic Graph, DAG)[20]，如图 2 所示。 

 

图 1 下三角稀疏矩阵 L 示意图 

Fig. 1 Schematic diagram of lower triangular sparse matrix L  

 

图 2 有向无环图 

Fig. 2 Directed acyclic graph 

根据 DAG 图分析可知，在 FPGA 进行消元求

解的过程中不仅存在依赖关系，也存在大量无相关

性的并行关系。例如，对角线元素 1、2、3 均是在

第一步就可以求解得出，对角线元素 5、6、8 就可

以在第二步中求解完成。基于其中存在的并行性，

对经过 LU 分解后的稀疏上、下三角矩阵进行分割，

将其分割成多个部分，并映射到 FPGA 多个 PE，这

将有利于硬件并行结构的设计，并尽可能利用并行

硬件结构对算法进行并行加速，提高求解过程的并

行度。在本课题中，采用了特定算法对稀疏上、下

三角矩阵进行分割。 

本课题 DAG 静态调度算法设计主要基于多层

次递归二分切分法、多层次 K 路切分法以及多约束

划分机制。利用该算法对稀疏矩阵进行分割，首先

需要将 DAG 以数组与链表相结合的图存储结构进

行存储，即为邻接表格式。在本文中将 DAG 中顶

点用一维数组进行存储，对于顶点数组，每个数据

元素存储指向第一个邻接点的指针，以便于查找该

顶点的边信息。每个顶点的邻接点构成一个线性表，

由于邻接点的个数不定，所以采用单链表进行存储。

图 2 中 DAG 的邻接表如图 3 所示。 

 

图 3 邻接表示意图 

Fig. 3 Schematic diagram of adjacency list 

算法根据上述邻接表格式，指定分割块数，即

可将稀疏系数矩阵分割到 FPGA 多个 PE 上。 

2   模拟映射与数据排布 

本课题采用的静态并行调度算法实现了主机端

带节拍的控制和数据信息生成，并将其加载到

FPGA 端实现运行加速，不仅简化了 FPGA 中矩阵

求解数据相关性的控制，而且能够充分发挥 FPGA

硬件多 PE 并行运算能力。硬件根据带节拍的控制

和数据信息，在实现了多 PE 并行运算的同时，还

实现了 PE 内的节拍级流水和 PE 间的通信，从而得

到了很好的加速性能。另外考虑到 FPGA 硬件设计

和调试周期较长，采用软件模拟映射算法，可以更

快地实现该算法的模拟和效率评估，能够更好地实
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现软硬件协同和快速迭代优化。 

本课题实现中，采用静态调度算法对下三角矩

阵的非零元尽可能进行均匀分割后，映射到多个 PE

上并行运行[21-22]。在 FPGA 上实现稀疏线性方程组

直接法求解的模拟映射与排布算法具体如下： 

首先，通过分析可知，求解过程中数据之间存

在下述依赖关系： 

1) 同一列的非对角元依赖同列的对角元处理

完成后，才能够开始求乘积； 

2) 非对角元的加减法运算，需要等同行的所有

非对角元的乘法运算完成后才开始进行； 

3) 同行的对角元，需要等同行的所有非对角元

完成加减运算后开始进行乘法运算。 

如图 4 所示，当运算 10 号对角元时，存在下述

依赖关系，需要当 1、4、5、7 号对角元与对应列的

非对角元完成乘法运算后，再完成 10 号对角元同行

的非对角元的加减法运算以更新右端项，最后再进

行 10 号对角元的乘法运算，得到最终解。 

 
图 4 10 号对角元的求解依赖关系 

Fig. 4 Solving dependence of diagonal element No. 10 

同时，求解过程中存在下述冲突： 

1) 来自通信单元的冲突，当前计算得出的对角

元的解 x 需要在接下来的一定数量的拍数中，广播

到整个通信通路； 

2) 加法单元在当前节拍完成前，不能再使用同

一行内的其他非对角元去更新右端项。 

根据上述依赖与冲突，在软件端将数据进行排

布，并分配到不同的 PE，让硬件获知在每一拍做何

种操作，数据排布算法流程如图 5 所示。 

3   硬件并行结构的设计 

根据上面所述，利用直接法对稀疏矩阵进行求

解的过程实际上是个 DAG 问题，DAG 不具有天然

的并行性，但通过上述对数据进行分割等预处理， 

 

图 5 数据排布算法流程 

Fig. 5 Flow of data arrangement algorithm  

挖掘出大量的数据并行性与重用性[21]。再针对分割

完成的数据进行排布，并基于数据流机的流水及并

行处理思想，优化硬件时序调度和运算分配。本小

节将对上述的数据排布与映射处理，给出了本课题

实现的硬件细粒度并行流水线结构，并对数据调度

过程进行描述。 

3.1 总体并行结构 

本小节提出稀疏线性方程组求解的并行结构，

如图 6 所示。 

并行结构主要由三部分组成：计算单元、存储

单元和通信通路。计算单元是 PE 执行运算的硬件

部件，它驱动存储单元与通信通路协同工作。每个

计算单元读取本 PE 内存储单元内的非零元或从前 
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图 6 稀疏矩阵求解并行结构 

Fig. 6 Parallel structure for solving sparse matrix  

一级 PE 送来的非零元，并对每个操作数进行乘加

操作，从而求解得出对角元的最终结果或是非对角

元的更新值，并将求解结果存放到存储单元中。每

个 PE 都有对应的存储单元，用于存放线性方程组

中对应该 PE 的系数矩阵中的非零元和计算单元求

解得到的结果。在本课题结构中的存储单元采用

BlockRAM 实现的双端口读写通路，同一个节拍内，

每个端口都可以读取或写入一个数据。通信通路用

于在不同 PE 间的非零元存在依赖关系时，通过通

信通路来传输计算结果。一个 PE 计算得到结果后，

将其上传到通信通路上，另一个计算单元接收通信

通路上的结果，将其存储到自己对应的存储单元中，

形成结果的副本，以便后面更新右端项使用。 

3.2 数据调度 

根据图 6 中的 PE 结构可知，为了提高硬件架

构性能，PE 内采用了流水线结构。一个 PE 包括 7

个局部存储器、1 个浮点双精度复数乘法单元、1

个浮点双精度复数加法单元、2 个多路选择器和其

他控制逻辑。7 个局部存储器中，存储器 A 和A'用

于存储分配到该 PE 上的系数矩阵的对角元数组和

非对角元数组。存储器 B 用于存储分配到该 PE 上

的对角元右端项，对应于 A 存储器。存储器B'用于

存储分配到该 PE 上的非对角元右端项，即非对角

元的乘法结果，用于参与后续加法运算来更新右端

项。存储器B''用于存储 PE 之间共享的对角元。寄

存器 R 用于存储对角元乘法结果的副本，用于传输

到下一级 PE 中参与运算。存储器 T 用于两个 PE

之间的传输。 

下面根据控制单元来说明单个 PE 中不同控制

模式下的数据调度过程。 

图 7 描述了乘法单元的数据调度过程。当处理

对角元时，数据调度过程如图 7(a)所示，乘法单元

分别从存储器A和B中得到对角元系数和对角元进

行乘法运算，获得对应的解向量 x ，若该解向量 x 只

需用于本 PE 进行调度，则将其存储于存储器 B，

否则还需写到寄存器 R，用于传输单元 T 传输到下

一级 PE。当处理非对角元时，数据调度过程如图

7(b)所示，若非对角元依赖的解 x 来自于本 PE，则

乘法单元分别从存储器A'和 B 中得到非对角元系

数和对角元进行乘法运算，否则从存储器B''获取对

角元进行乘法运算，运算结果更新到存储器B'中。 

 

图 7 不同模式下乘法单元的数据调度 

Fig. 7 Data scheduling of multiplication unit in different modes 

图 8 描述了加法单元的数据调度过程，利用非

对角元系数的乘法结果更新右端项。从存储器 B 和

B'中分别得到右端项和非对角元乘法结果进行加

法运算，并将运算结果重新存储回存储器 B，以更

新右端项。 
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图 8 加法单元的数据调度 

Fig. 8 Data scheduling of the addition unit 

上述硬件架构将 PE 内存储器读写冲突、运算

部件冲突以及 PE 间通信冲突进行了解耦，实现了

硬件充分并行，且各个运算部件内部实现了充分流

水。每个 PE 的运算结果会在下一拍传输到寄存器

R，用于下一级 PE 的运算调用。因此，本课题中提

出的结构能够很好地实现稀疏矩阵求解的细粒度流

水线并行性。 

4   FPGA 实现 

在 本 课 题 具 体 实 现 中 ， 采 用 了 Xilinx 

AlveoU280 加速卡，在 X86 主机上构建了加速平台，

在单片 FPGA 中实现了通过二维单向环网互联的

16PE 加速阵列，主机通过 PCIE3.0 X16 接口与该加

速卡进行通信和数据交互，FPGA 核心加速逻辑运

行频率为 300 MHz。 

在双精度浮点复数运算中，FPGA 设计采用了

与 X86 平台一致的 IEEE754 默认舍入模式；将

denormal 数作为 0 处理，并且在运算生成 denormal

数时，也规格化为+0 或-0。此外，将 Signaling Nan

和 Quiet Nan 都默认为 Quiet Nan 进行处理，不产生

异常，避免复杂的浮点异常处理流程，提高运算速度。 

该平台 FPGA 设计逻辑拓扑和物理平台如图 9

和图 10 所示。 

 

图 9 平台逻辑拓扑示意 

Fig. 9 Diagram of logic topology in the platform 

 

图 10 FPGA 平台实物示意 

Fig. 10 Diagram of the physical FPGA platform  

5   性能分析 

针对中国电力科学院提供的国内大规模电力系

统 [22]电磁暂态仿真中的真实数据特性 [23]和算法

需求[24]，本课题聚焦于加速该仿真应用的核心算

法——大规模稀疏矩阵求解。通过将超大规模稀疏

矩阵进行分割，以规模为 10187×10187 且稀疏度为

0.25‰左右的矩阵为求解加速单元矩阵，实现对该

矩阵的 FPGA 求解加速。该单元矩阵的平均非零数

据约为 25 000 个双精度浮点复数。 

在课题工程实现中，设计了一维单向环网 4PE

互连、二维单向环网 16PE 互连以及二维单向环网
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64PE 互连三种不同规模硬件架构。通过上述静态算

法针对这三种 FPGA 并行架构分别进行了优化适配

和调度。实际测得该单元矩阵的消元求解(不包含矩

阵 LU 分解)所需时间如表 1 所示。 

表 1 三种规模消元求解时间 

Table 1 Solution time of elimination in three scales 

测试平台配置 
静态算法调度 

节拍数 

实测运行 

时间/μs 

一维单向环网 4PE 互连 14 546 48.5 

二维单向环网 16PE 互连 4 828 16.1 

二维单向环网 64PE 互连 3 240 10.8 

二维单向环网 64PE 互连 

(长尾优化) 
1 964 6.5 

与此同时，将该单元矩阵消元求解算法移植到

20 核 Intel Xeon Gold 5320H(4.3 GHz)处理器平台

上，并进行了并行优化。其中 4 核用于操作系统和

驱动运行，其余 16 核专用于优化后的稀疏矩阵并行

运算，其 10 次运行平均求解时间约为 17.4 μs 左右。

此外，将该单元矩阵求解算法移植到 NvidiaV100 

(16 GB HBM)加速卡平台并进行了CUDA架构下的

并行优化，其 10 次平均求解时间为 11.3 μs 左右。 

 

图 11 三种硬件规模 FPGA 加速与 CPU、GPU 的性能对比 

Fig. 11 Performance comparison of FPGA acceleration,  

CPU and GPU in three hardware scales 

从上述对比可知，本课题实现的二维单向环网

64PE 互连架构的稀疏矩阵求解 FPGA 加速，相对通

用 CPU 和 GPU 具有更好的加速效果。在根据电科

院算法要求开发的电磁暂态仿真专用测试程序(内

含 1 000 次暂稳态求解迭代循环)运行中，本课题

FPGA 加速平台 20 次运行的时间均值为 53.4 ms，该

测试程序在 CPU 和 GPU 运行时间分别为 60.7 ms

和 55.1 ms。 

6   结论 

本文针对电力系统电磁暂态仿真加速问题[25-26]，

提出了利用直接法求解稀疏线性方程组，通过稀疏

矩阵分解和静态并行调度等预处理算法，开发了稀

疏线性方程组求解中的并行性。 

与此同时，采用了优化的静态算法，在 FPGA

硬件上不仅简化了控制逻辑的复杂度，而且对该算

法开发的并行性进行充分加速。该算法通过数据排

布与软件模拟映射算法，生成硬件运行所需的节拍

级数据，能够精确评估算法及硬件效率，能够实现

设计的快速迭代。 

本文结合了静态优化调度算法和硬件并行数据

流机两者的优点，实现了稀疏矩阵求解的细粒度并

行流水，在稀疏矩阵中取得了良好的效果。 
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