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摘要：为满足电力系统暂态稳定性实时分析计算的需求，将边界值类方法中的广义向后差分方法应用于暂态稳定

性数值计算，提出了一种新的暂态稳定性快速数值计算方法。该方法利用广义向后差分方法对微分方程进行连续

的时间差分离散，然后对离散后的非线性方程组采用牛顿法进行整体求解。利用雅克比矩阵所具有的带状结构特

征，采用矩阵方程分裂—组合技巧，避免了对整体雅可比矩阵或多个分块子矩阵进行三角分解，从而提高了暂态

稳定性数值计算的效率。对两个算例系统的测试结果表明：相对于经典的隐式梯形积分方法，所提出的算法在计

算效率上具有明显的优势。 
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Abstract: In order to meet the requirements of real-time analysis of power system transient stability, the Generalized 

Backward Differentiation Formulae (GBDF), which is a kind of boundary value methods, is applied to the transient 

stability numerical calculation, and a new algorithm is proposed. The proposed algorithm uses GBDF to carry on the 

continuous time discretization to the differential equations, and then uses the Newton method to solve the whole nonlinear 

system of the discretized nonlinear equations. Based on the band structure characteristic of the global Jacobian matrix, a 

special matrix equation split-combination technique is used to avoid the triangular factorization of the global Jacobian 

matrix or multiple block sub-matrices, thus to improve the efficiency of numerical calculation of transient stability. The 

test results of two example systems show that the proposed algorithm has obvious advantages over the classical implicit 

trapezoidal rule in terms of computational efficiency. 
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0  引言 

暂态稳定性计算是电力系统分析计算领域中

一个重要的研究课题[1-4]。迄今为止，研究人员已提

出了多种电力系统暂态稳定性数值计算方法，而

且开发了多种商用化的电力系统暂态稳定性计算

程序[5-8]。 

 

基金项目：国家自然科学基金项目(51377098) 

商用化的暂稳计算程序大多是采用隐式梯形

积分方法，具有很好的通用性及普适性，已在电力

系统分析计算领域得到了广泛应用。然而，商用化

的暂稳计算程序很难满足暂态稳定性在线实时分析

计算的需求。 

为满足在线实时分析计算的需求，必须提高电

力系统暂态稳定性数值计算的速度，即计算效率。

为此，可供考虑的技术途径有并行计算技术、新的

数值计算方法[9-10]。本文主要是基于后一种技术途
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径，即采用新的数值计算方法来提高电力系统暂态

稳定性数值计算的效率。 

从数学或数值计算的角度来看，电力系统暂态

稳定性计算主要涉及微分初值问题的数值计算。有

关微分初值问题的研究，成果极为丰富，其中具有

重要影响和代表意义的数值积分方法有：线性多步

法(Linear Multistep Formulae, LMF)[11]、Runge-Kutta

方法 (RK methods)[11] 、微分求积法 (Differential 

Quadrature Methods, DQM)[12]、边界值方法(Boundary 

Value Methods, BVM)[13-14]，等等。 

传统的 LMF 类方法存在稳定性及阶障碍，也

就是所谓的 Dahlquist 障碍(Dahlquist barriers)[15]。多

级隐式 RK 方法具有良好的数值稳定性以及高阶的

计算精度，但对一个m 维的非线性微分初值问题，

s级的隐式 RK 方法在每一步的积分过程中需要求

解 s m 维非线性方程联立的方程组；当m 很大时，

其巨大的计算量让人难以接受。对高维非线性初值

问题，DQM 方法也面临同样的问题。 

边界值方法[16]是 Brugnano 等学者为克服 LMF

类方法所存在的稳定性及阶障碍所提出的一系列新

的方法。依据 Brugnano 等的思路，BVM 可以分为

三类 [14]：广义 BDF 方法 (Generalized Backward 

Differentiation Formulae, GBDF)；广义 Adams 方法

(Generalized Adams Methods, GAMs)；扩展的梯形积

分方法(Extended Trapezoidal Rules, ETRs)。概括起

来，BVM 类方法在保持 LMF 类方法所具有的多级

高阶的优点的同时，避免了高阶 LMF 方法所存在

的稳定性问题，因而具有潜在的应用价值。 

基于上述思路，本文将 GBDF 方法应用于电力

系统暂态稳定性数值计算，提出了一种新的数值计

算方法。所提方法的主要优点在于：基于多级 GBDF

方法的高阶特性，该方法可以采用更大的积分步长，

由此可以减少数值积分的步数；基于整体雅可比矩

阵所具有的特殊的带状结构特征，采用适当的矩阵

方程分裂技巧，避免了对高维的整体雅可比矩阵或

多个分块子矩阵进行三角分解，因而提高了计算效

率。理论分析及数值算例结果表明，本文所提出的

数值计算方法相对于传统的、基于隐式梯形积分方

法的暂态稳定性数值计算方法具有明显的优势。 

1   广义 BDF 方法简介 

以下述一阶常微分初值问题为例。 
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基于均匀网格的 s 步或 s 级的 GBDF 方法可用

公式(2)来描述[13]。 
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式中： N 为时间离散网格点数； i 、 (0, )i s 的取

值见文献[12]。 
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当 3s  时，上述方法(2)的具体表达式为 
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当 4s  时，方法(2)的具体表达式为 
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s 级的 GBDF 方法(2)是 s 阶、 ,0υ k υ -稳定

( ,0 -stableυ k υ )以及 ,υ k υA  -稳定( , -stableυ k υA  )[13-14]的

数值方法；如图 1 和图 2 所示，它也是传统意义上

的 A-稳定、L-稳定的数值方法。 

与传统的“逐步积分”求解过程不同，将 BVM

类方法应用于初值问题时，只能利用积分规则在多

个时间点上连续进行离散，然后对离散后的方程进

行整体求解。顾名思义，将边界值方法应用微分方

程的数值计算时，还需结合相应的边界条件。 

以 GBDF 方法(2)为例，若将该方法应用于方程

(1)的数值求解，则需要已知 0 1 1, , , υx x x ，以及 

 

图 1 奇数步的 GBDF 方法的稳定区域 

Fig. 1 Stability regions of GBDF (for odd s) 
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图 2 偶数步的 GBDF 方法的稳定区域 

Fig. 2 Stability regions of GBDF (for even s) 

1, ,N s N   x x 等 s 个边界值。然而，对于微分初值

问题而言，通常只有 0x 是已知的。因此，将边界值

方法应用于初值问题时，必须将边界值方法与所谓

的附加方法(Additional Methods)[13-14]联合起来，以

便形成与待求点数 N 相匹配的 N 个方程。为此，

Brugnano 等学者提出了附加方法的选择策略[13]，具

体可概括为：附加方法与采用的边界值方法应相互

独立，但两者应具有相同的阶数。依据上述策略选

择的附加方法，将不会影响边界值方法作为主体方

法的数值稳定性以及其计算精度。 

很易理解：对 GBDF 方法(2)，需要利用附加方

法形成 1s  个附加方程。为此，可以考虑选择 GBDF

方法的反射方法(reflected method)[11]作为附加方法，

因为 GBDF 方法是非对称的数值方法，其反射方法

与原方法不同但具有相同的阶数。例如，方法(6)的

反射方法为 

1 1 2

1 1 1
 

6 2 3
n n n n nh       f x x x x       (8) 

此 外 ， 还 可 以 选 用 传 统 的 、 同 阶 的

BDF(Backward Differentiation Formulae)方法作为附

加方法。 

2   基于 GBDF 方法的暂态稳定性数值计算方

法 

以采用基于网络节点收缩的经典模型的电力

系统暂态稳定性数值计算为例。在此情况下，电力

系统暂态稳定性计算的数学模型可用以下微分方程

组来描述[17]。 
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式(9)中： (1 )i p ， ， p 为发电机的数量； i iδ ω、 分

别为发电机的功角与角频率； iM 为发电机的惯性

时间常数； miP 为发电机的机械功率； ijC 、 ijD 均为

常量。上述经典模型不含任何代数方程组，是典型

的常数微分初值问题，模型比较简单，通常用于分

析计算电力系统遭受大扰动后发电机转子功角首次

摇摆的稳定性[17]。 

定义： 
T
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则方程(9)可简记为 
1( ) ( ), , 2m m p  R ；x f x f x x    (13) 

不失一般性，以四级的 GBDF 方法(7)为例。选

取以下方法作为时域始端的附加方法。 
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同时选取以下方法作为时域末端的附加方法。 

4 3 2 1

1 4 25
 3 4

4 3 12
N N N N N Nh         f x x x x x (15) 

显然，方法(14)是 GBDF 方法(7)的反射方法，

而方法(15)即是传统的 4 步 4 阶 BDF 方法。 

定义： 

 
T

, , (1, )m m
i i i N  RX x x        (16) 

利用方法(14)、(7)及(15)对方程(13)进行连续的

时域差分离散，然后利用牛顿法对离散后的方程进

行整体求解，可得 
( ) ( )
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式中： GJ 为整体雅可比矩阵；上标 η 表示牛顿迭代

次数； ( )( )ηR X 表示第 η 次迭代的牛顿残差向量。 
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式中： mI 为 m 维的单位矩阵；其他见式(26)—式

(28)。 
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下面重点介绍牛顿方程(17)的快速求解方法。

很容易理解：若直接对 GJ 进行三角分解，则至少需

要对式(26)—式(28)所定义的 N 个子矩阵进行三角

分解，其计算量将是巨大的。为避免这一问题，依

据 GJ 的结构特征，可将方程(17)分裂为以下 3 个方

程组。 

1

I 2 S2 1

2

( )

( )

 
      

r X
J X J X

r X
        (29) 

L 1 1 S1 2( )    J X R X J X          (30) 

F 1 ( )N  J X r X             (31) 

上述 3 个方程中： 
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在方程(30)中，由于 LJ 是一个分块下三角矩阵，

而且其(分块)对角元素是一个常对角阵，因此，通

过简单的前代运算就可以解出 1X ，它是关于 2X

的一个线性函数，可用以下函数方程来表示。 

1 2 1 2 3( ) ( )      ， ，X φ X φ x x x     (35) 

这里需要着重说明的是：在求解上述 1X 的表

达式(35)时，得益于 LJ 的结构特征，其计算过程不

需任何矩阵分解。 

在导出关系式(35)后，将其代入方程(29)和(31)，

最终可以导出一个关于 2X 的矩阵方程组。为方便

起见，将这个矩阵方程组用式(36)表示。 

( ) ( )
2( ) ( )η η  Q X X R X         (36) 

式中： 3 3 3 1( ) ( )m m m   R R；Q X R X 。求解方程组

(36)，即可解出 2X 。最后，将求得的 2X 回代入

方程(35)，即可解出 1X 。 

显然：在涉及 N 个网格点的积分求解迭代过程

中，上述求解方法只需对一个3m维的方阵Q进行

三角分解。反观，若用 2 阶的隐式梯形积分方法来

求解非线性初值问题(13)，则其每一步的积分(只涉

及 2 个网格点)至少需要对一个m 维的方阵进行三

角分解。 

概括起来，对 s级的 GBDF 方法，上述求解方

法每次迭代过程中只需对一个 ( 1)s m  维的方阵

进行三角分解。 

3   数值算例及分析 

为方便起见，将基于隐式梯形积分规则的暂态

稳定性计算方法简记为“经典方法”。显然，其每一

步的求解可用式(37)来描述。 
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2
i i i ik k k k
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式(37)中：上标 ik 表示该步积分的迭代次数；Hi 见

式(38)。 
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若用“经典方法”积分 N 步，则该方法总共需

要对 iN k 个 m 维的矩阵 ( (1 ))i i N ，H 进行三角

分解，这里的 ik 即是“经典方法”在第 i 步的积分

中所需的迭代次数；若在每一步的积分求解中采用

定雅可比牛顿法或 VDHN(Very Dishonest Newton 

Method)，则该方法总共需要对 N 个 m 维的矩阵

(1, )i NH 进行三角分解。若采用本文所述的方法

积分 N 步，则总共需要对 η个 ( 1)s m  维的矩阵进

行三角分解，这里的 η即是该方法所需的迭代次数。

因此，从理论上讲，若 η N ，则本文所提出的计

算方法在计算效率上将比“经典方法”具有优势。 

首先选用 IEEE 145 节点系统[18]作为算例系统

(简称算例 1)。该系统含 50 台发电机( 50p  ；

100m  )。暂态稳定性计算中，故障设定在 7 号母

线处发生三相短路，经 0.1 s 后切除。利用该算例系

统，将本文所提出的方法与“经典方法”进行对比

测试。对比测试中，对两种方法设定相同的收敛精

度，即 5( ) 10ε   R X ， 5( ) 10i ε   r x 。为便

于对计算精度进行对比分析，利用中国电科院的

PSASP 程序同时采用 0.001 s 的小步长进行暂稳计

算，将所得的计算结果作为基准，以此来跟踪、观

察不同算法的计算误差曲线。 

因为 20 号机组受三相短路冲击的影响最大，

所以图 3 给出的是利用“经典方法”( 0.02 sh  )、4

级 4 阶 GBDF 方法( 40 0.04 sN h ， )所计算出的

20 号发电机的功角摇摆曲线以及采用两种方法所

得结果的差值对比，其中(采用严格牛顿法的)“经

典方法”每一步的积分需迭代 2~3 次，即 2 ~ 3ik  ，

4 级 4 阶 GBDF 方法需迭代 6 次，即 6  。图 4 为

两种方法所得结果相对于基准结果的误差曲线(故

障切除后)。 

 

图 3 两种方法所得发电机功角摇摆及其差值曲线(算例 1) 

Fig. 3 Angle swing curves of generators calculated by two 

methods and their difference curves (case 1) 

 

图 4 两种方法所得结果的误差曲线(算例 1) 

Fig. 4 Error trajectories of two methods (case 1) 

从图 4 可以看出：4 级 4 阶 GBDF 方法在采用

较大步长的情况下，其计算精度仍略优于采用较小

步长的“经典方法”。 

另选一个大规模电力系统作为算例系统(简称

算例 2)。该系统含有 327 台发电机 ( 327p  ； 
654m  )、2383 个节点[19]。暂态稳定性计算中，故

障设定在 171 号母线处发生三相短路，经 0.1 s 后切

除。设定如上所述的、相同的收敛精度，将本文所

提出的方法与“经典方法”进行对比测试。其中 65

号机组受到的影响最大，图 5 是分别利用“经典方

法 ” ( 0.02 s)h  、 4 级 4 阶 GBDF 方 法

( 40, 0.04 s)N h  所计算出的 65 号发电机功角摇

摆曲线以及采用两种方法所得结果的差值对比，其

中(采用严格牛顿法的)“经典方法”每一步的积分

需迭代 2~3 次，即 2 ~ 3ik  ，4 级 4 阶 GBDF 方法

需迭代 7 次，即 7  。图 6 为两种方法所得结果

相对于基准结果的误差曲线(故障切除后)。 

 

图 5 两种方法所得发电机功角摇摆及其差值曲线(算例 2) 

Fig. 5 Angle swing curves of generators calculated by two 

methods and their difference curves (case 2) 
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图 6 两种方法所得结果的误差曲线(算例 2) 

Fig. 6 Error trajectories of two methods (case 2) 

从图 6 可以看出：4 级 4 阶 GBDF 方法在采用

较大步长的情况下，其计算精度仍不低于采用较小

步长的“经典方法”。 

表1是对两种不同方法的计算速度进行测试的

结果。 

表 1 两种不同方法的计算速度测试结果 

Table 1 Test results of CPU-times of two methods 

算例系统 
经典方法/ms 

(VDHN) 

经典方法/ms 

(严格牛顿法) 
GBDF 方法/ms 

算例 1 1078.42 1662.28 293.40 

算例 2 7408.79 11 397.64 2137.44 

从表 1 中可以看出：本文所提出的计算方法在

计算效率上明显优于“经典方法”。 

4   结论 

作为一种边界值方法，GBDF 方法具有高阶、

数值稳定性较好等优点。本文将 GBDF 方法应用于

电力系统暂态稳定性数值计算，提出了一种新的暂

态稳定性数值计算方法。理论分析以及初步的对比

测试结果表明：本文提出的基于 GBDF 方法的暂态

稳定性数值计算方法，在计算效率上比经典的、基

于隐式梯形积分规则的暂态稳定性计算方法具有明

显的优势。 

本文虽然只采用基于网络节点收缩的经典模

型，但仍然适用于保留网络结构的经典模型或详细

模型。值得注意的是，在涉及代数—微分方程组的

求解时，本文方法虽有优势但并不显著，这也是今

后工作值得钻研和拓展的地方。 

本文所提方法的主要创新点在于：利用 GBDF

方法的特点，采用适当的矩阵分解技巧，避免了对

整体雅可比矩阵或多个分块子矩阵进行三角分解，

从而明显提高了暂态稳定性数值计算的效率。 
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