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Parallel algorithm for transient stability simulation using Gauss method and
Sherman-Morrison formula

LIAO Xiaobing, WANG Fangzong, YANG Meng
(College of Electrical Engineering & New Energy, China Three Gorges University, Yichang 443002, China)

Abstract: Parallel computing is an effective approach to transient stability real-time simulation of large-scale power
system. A new parallel algorithm for power system transient stability simulation is proposed by combining Gauss
integration method and the extended Sherman-Morrison formula. The algorithm adopts the s-stage 2s-order Gauss method
to convert the differential-algebraic equations into a set of nonlinear algebraic equations by multi-stages discretization,
while the algebraic system is solved using rigorous Newton method. On this basis, the whole Jacobian matrix involved in
Newton method is splitted to a block diagonal matrix and a block constant coefficients matrix according to s time points,
and then based on the block diagonal matrix, the computing tasks at s time points are fully decoupled through the
extended Sherman-Morrison matrix inverse formula. The proposed algorithm preserves the good convergence of rigorous
Newton method and meanwhile has a high degree of parallelism both in time and in space. For test, the proposed
algorithm has been implemented on a multi-core computer by use of OpenMP technology, and the results for two example
systems show that the proposed parallel algorithm can obtain effective speedup and parallel efficiency.
This work is supported by National Natural Science Foundation of China (No. 51377098 and No. 50977052).
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	2   基于高斯方法的暂态稳定性计算格式 
	Gauss方法具有众多的优点，因此，将Gauss方法应用于电力系统暂态稳定性数值计算应该是一个合理的选择。本节具体描述基于Gauss方法的暂态稳定性数值计算的算法基本框架。 
	熟知，暂态稳定性计算的数学模型可以用如式(4)的微分-代数方程组来描述。 
	式中：x为描述系统动态特性的状态变量；V为网络节点电压向量。 
	将s级的Gauss方法应用于方程(4)中的微分方程可得 
	方程(5)即是所谓的内点方程，定义 
	则方程(5)和方程(6)可以分别写成 
	将方程(9)与方程(4)中的网络方程联立可得 
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	则利用严格的牛顿法对联立方程组(11)进行求解可得 
	式中： 
	 可以称为整体雅可比矩阵，其表达式可以写成 
	式中：m为状态变量x的维数； 为m维的单位矩阵。 
	从上述表达式可以看出：分块雅可比矩阵 与经典的隐式联立求解法[17]中的雅可比矩阵极为相似，而 是一个分块常系数矩阵。若依据传统的方法对方程(15)进行整体求解，则这样将导致极低的计算效率，因为雅可比矩阵 的维数是经典的隐式联立求解法[17]中的雅可比矩阵的维数的s倍。若忽略 ，则方程(15)的求解可以按s个时间点完全“解耦”，亦即方程(15)的求解具有s个时间并行度，但这显然是不合理的。事实上， 主要是反映或体现不同内点( )相互之间的“耦合效应”。如何对 导致的“耦合效应”进行“解耦”，以便按多个时间点对方程(15)进行并行计算，这是时间并行类方法所面临的主要问题。 
	如上所述，为有效实现方程(15)的并行求解，需要对由 导致的“耦合效应”进行“解耦”。为此，本节具体描述基于扩展的Sherman-Morrison公式的“解耦”方法。 
	经典的Sherman-Morrison公式可概述为 
	式中： ； 。文献[14]对经典的Sherman-Morrison公式进行了扩展，导出了更为通用的、扩展的Sherman-Morrison公式，即 
	式中： 
	  
	设分块雅可比矩阵 的维数为 ，则整体雅可比矩阵 的维数为 。定义 维的向量 。令 
	则有 
	在上述基础上，将扩展的Sherman-Morrison矩阵求逆公式应用于方程(15)可得 
	式中： 
	从上述推导出的计算公式，可以看出： 
	1)  即 的求解是完全解耦的，具有s个时间并行度。 
	2) 依据式(35)， 的计算主要涉及 的计算，具有m个并行度。 
	3) 依据式(35)， 的计算主要涉及 的计算，同样具有m个并行度。 
	4) 依据式(42)，对给定的k值， 与 的计算可以同时进行；在并行求解出 ,  的基础上， 与 的计算主要涉及简单的矩阵-向量计算(matrix-vector product)。 
	5)  是一个对角矩阵， 的求解(方程(37))亦主要涉及简单的矩阵-向量计算。 
	概括起来，上述算法将整体雅可比矩阵 的稀疏三角分解转换成对s个子矩阵 的稀疏三角分解，不仅具有较好的时间并行性和空间并行性，而且在整体求解上保持了严格牛顿法的收敛性。 
	目前，电力系统暂态稳定性计算主要是采用隐式梯形积分方法。本文所提方法是基于多级高斯方法，它与(单级的)隐式梯形积分方法完全不同。为此，本文首先对所提算法的收敛性进行了测试，然后，将本文算法的计算精度与隐式梯形积分方法的计算精度进行了对比测试。测试用算例系统如表1所示。其中，发电机均采用3阶模型，励磁系统采用典型的3阶系统；故障均设定为在某一母线处发生三相短路，经0.1 s后切除；暂态过程计算时程设定为3.0 s。 
	图1和图2分别是故障切除后( s)逐步积分过程中的牛顿迭代次数，其中，牛顿迭代的收敛精度设定为10-4。从图1和图2可以看出：对不同规模的系统，牛顿迭代次数变化平缓，2~3次迭代即可满足收敛精度要求。显然，本文所提算法具有较好的收敛性。 
	图3和图4是多级高斯方法与隐式梯形积分法的功角计算误差曲线对比图。由于不可能获得暂态稳定性计算的精确解即解析解，因此，图3和图4中的误差曲线均是以采用 s的隐式梯形积分法的计算结果为基准值的。从图3和图4可以看出：在采用 倍于隐式梯形积分法的步长的情况下，s级的高斯方法仍具有更高的计算精度，而且随着级数的增 
	为对所提出的并行计算方法的并行性能进行测试，本文采用多核处理器(multi-core CPUs)对算法进行了实际的并行装配。多核并行计算是一类较新的并行计算技术。相对于传统的多处理器并行计算机，多核处理器价格低廉，而OpenMP[18-19]这一开发工具为多核并行编程提供了简单、便捷的编程环境。OpenMP是一种面向共享存储体系结构的多线程并行编程工具，是一种基于共享内存并行的应用程序编程接口。在多核共享内存架构中，每个核心是一个独立的“计算节点”，但所有的核心都被连接到一个共享的内存单元上，不同的核心在访问内存的时候使用的是相同的内存编址空间。因此，不同的“计算节点”之间可以即时地进行数据交换。 
	如图5所示，OpenMP采用fork-join(派生-合并)并行执行模式。fork-join执行模式在开始执行的时候，只有主线程存在，即以串行方式执行。主线程在运行过程中，当遇到需要进行并行计算的时候，派生(fork)出多个线程来执行并行任务。在并行代码结束执行后，派生线程退出或者挂起，不再工作，控制流程回到单独的主线程中(join)。主线程继续往下执行，当遇到需要执行并行计算的时候，再次派生出(fork)线程来执行并行任务，如此循环下去，直至计算结束。 
	迄今为止，已有文献将OpenMP并行计算技术用于电力系统暂态稳定性并行计算[20-21]，相关的研究结果表明：基于OpenMP并行计算技术的暂态稳定性并行模式可以获得良好的加速比和并行率。 
	利用OpenMP，本文所提出的并行计算方法在每一步积分中的主要计算步骤可大致描述如下。 
	显然，上述求解过程主要是按所采用的Gauss方法的级数来确定并发的多线程的数量，因此，对s级的Gauss方法，需要采用含s+1个核心的多核处理器。 
	表2是在分别采用传统的CPU串行计算模式(模式1)以及基于OpenMP 的多核并行计算模式(模式2)的情况下，对所提出的算法的计算速度进行对比测试的结果。其中，γ是本文算法在模式2下相对于模式1所获得的加速比。所用计算机为AMD FX-6200六核计算机。 
	从表 2 可以看出：对2个不同规模的电力系统，在分别采用3个(s=3)和5个(s=5)并行多线程的情况下，本文算法均获得了较好的加速比。 
	若将每个并发线程看作是一个独立的处理器，则可以定义并行效率指标为 
	依据上述定义，在多核并行计算模式下，本文算法的并行计算效率的分析结果如表3所示。 
	从表3可以看出：当系统规模较大时，本文算法的并行计算效率有所提高。熟知：使用OpenMP进行并行化不可避免地会引入一定的“并行化开销”。因此，当“并行化开销”一定时，若并发线程所执行的任务愈重，则相应的并行效率也就愈高。 
	概括起来，本文算法可以获得较好的并行性能。这主要得益于两点：一是本文算法按s个时间点进行分块和“解耦”，分配给各个线程或核心的计算任务基本均衡；二是在每一步的积分中，并发任务或多线程计算任务比较集中，从而减少了串行执行和并行执行相互切换所需的时间开销。 
	本文将s级2s阶的高斯方法和扩展的Sherman- Morrison矩阵求逆公式相结合，推导出了一类新的暂态稳定性并行计算方法。通过数学推导以及基于OpenMP的并行仿真测试结果，可以得出以下结论： 
	1) 本文所提出的并行算法是在严格牛顿法的基础上推导出来的；在推导过程中没有采用任何近似。因此，该算法在整体求解上具有严格牛顿法的收敛性。 
	2) 本文所提算法主要是依据所采用的Gauss方法的级数来确定并发多线程的数量。鉴于Gauss方法是一个系列方法，因此，本文所提算法不仅算法本身具有通用性，在具体的应用中也具有很好的普适性，即可以依据具体的多核计算机来选用相应级数的Gauss积分方法。 
	3) 本文所提算法比较适合于共享内存多核并行计算模式。对大规模电力系统暂态稳定性计算，本文所提并行算法可以获得较好的加速比，可以满足大规模电力系统暂态稳定性实时分析计算的要求。 
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