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基于稀疏表示的 TQWT 在低频振荡信号去噪中应用 

高 倩，陈晓英，孙丽颖
 

(辽宁工业大学电气工程学院，辽宁 锦州 121001) 

摘要：为了改善低频振荡信号的去噪效果，为低频振荡信号的检测与分析提供准确可靠的数据，在分析可调 Q 小

波变换和稀疏表示原理的基础上，给出了一种基于稀疏表示的可调 Q 小波变换去噪方法。该方法先利用可调 Q 小

波变换对含噪的低频振荡信号进行稀疏分解，得到初始的小波系数。再利用基追踪去噪算法对得到的小波系数进

行优化处理。最后对优化的小波系数进行重构，获取干净无噪的低频振荡信号。通过仿真分析验证了该方法的去

噪效果和可靠性优于目前广泛使用的小波软、硬阈值去噪法。 
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Low frequency oscillating signals denoising based on TQWT via sparse representation 
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Abstract: In order to improve the denoising effect of low frequency oscillation signals and provide the accurate and 
reliable data for detection and analysis of low frequency oscillation signals, the denoising method based on tunable 
Q-factor wavelet transform via sparse representation is given on the analysis of tunable Q-factor wavelet transform and 
sparse representation theories. Firstly, the tunable Q-factor wavelet transform is adopted to perform the signal sparse 
decomposition for the noisy low frequency oscillation signals, and the initial wavelet coefficients are obtained; secondly, 
the BP denoising algorithm is used to optimize the obtained wavelet coefficients; lastly, the optimized wavelet coefficients 
are reconstructed, then the low frequency oscillation signal without noisy is obtained. After the computer simulation, the 
result demonstrates that this method is superior to the current widely used wavelet soft-threshold and hard-threshold in 
denoising effect and reliability. 
Key words: tunable Q-factor wavelet transform; sparse representation; low frequency oscillation signals; denoising 

0  引言 

由于互联电力系统的飞速发展和电力市场的引

入，致使电力系统的规模不断壮大，运行也趋于饱

和，由此引发的低频振荡不仅威胁着电网的安全稳

定运行而且还制约着电网传输能力的提高[1]。低频

振荡容易破坏电力系统的设备，引起联络线过流跳

闸，轻则造成局部电网解列，重则将诱发连锁事故

导致电网瓦解，甚至发生大面积停电，严重破坏了

电力系统的稳定性与安全性。近年来，国内外发生

了多次由低频振荡引发的电力故障，对人民的生活

和国民经济的发展造成了严重的损失。因此，能够

有效地检测和分析低频振荡信号对提高电力系统的 
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稳定性具有重大意义。但实际信号中除了有用的低

频振荡信号外，还包含大量的噪声信号，而噪声的

存在往往破坏了对低频振荡信号的有效表征，为后

续信号检测和分析带来极大的负面影响。只有有效

地滤除噪声信号，才能为低频振荡信号的分析提供

准确可靠的信息，所以在检测和分析低频振荡信号

前对其进行去噪处理显得尤为重要。 
目前低频振荡信号采用的去噪方法主要有卡尔

曼滤波去噪、低通滤波器去噪、模糊滤波去噪、经

验模态分解去噪和小波阈值去噪[2-3]。这些方法虽然

可以去除信号中的噪声，但各自都存在一定的弊端。

卡尔曼滤波要求系统模型精确，而实际输入信号多

为非平稳信号，实际中很难满足；使用低通滤波器

进行去噪时，很难准确地确定滤波器的参数和所需

的系统模型；模糊滤波去噪的缺点是模糊系统欠缺
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自学习、自组织和自适应能力；经验模态分解去噪

的缺陷是存在端点效应和模态混叠问题。小波阈值

去噪法具有容易实现、计算量小、去噪效果好的特

点，近年来得到广泛应用[4]。但阈值和小波基的选

取没有确定的方法，而且传统的软、硬阈值函数都

存在一定的缺陷，硬阈值函数由于其不连续性容易

引起伪吉布斯现象而导致波形失真；软阈值函数的

连续性比较好，但其对原始信号的高频信息的保留

效果不太理想，往往造成信息的丢失，这就使得重

构后的信号与原始信号相比会有一定程度的失真与

变形。 
针对上述问题，本文给出了一种基于稀疏表示

的可调品质因子小波变换(TQWT)去噪方法。该方

法将低频振荡信号的去噪问题转变为求解最优化问

题，该最优化问题的解对应的是含噪低频振荡信号

经可调Q小波变换后得到的干净无噪的小波系数的

稀疏表示，该方法通过恢复小波系数的稀疏性达到

去噪的目的。 

1   可调品质因子小波变换 

1.1 品质因数的定义及可调品质因子小波变换的优点 

品质因子Q 的大小可反映信号的振动程度，Q 越

大，信号共振属性越高，反之信号共振属性越低[5]。

它的定义式为 

              0Q
BW


                  (1) 

式中：BW 为信号的带宽； 0 为其中心频率。 
传统小波变换的中心频率与带通滤波器带宽的

比值为一个常数，即 Q 为常数。可调 Q 小波变换

0 2Q
BW
 




  ，通过改变高通尺度变换参数 ，

可以连续调节品质因子 Q。 
用小波变换对待测信号进行分解与重构时，小

波基函数的选取至关重要，其选择的恰当与否是影

响信号分解与重构成败的一个决定性因素。当待分

析信号的共振属性较高时，应该选取具有较高品质

因子的小波基函数与之相匹配，反之亦然。传统小

波变换的品质因子是一个常数，不能根据信号的共

振属性来调节 Q，这样就不能通过预先设置 Q 来选

择与待测信号振动属性相匹配的小波基函数。然而

可调Q小波变换可以根据待分析信号共振属性的高

低来预先设置 Q，通过 Q 来选择与之振动属性相匹

配的小波基函数，这样就可以将振荡形式不同的信

号进行分离，这是实现低频振荡信号与噪声分离的

基础。由图 1 可知，可调 Q 小波变换的 Q 越大，其

对应的小波基函数的振动属性越高。 

 
图 1 Q=1 和 Q=3 时小波基函数的波形图 

Fig. 1 Wavelet basis function figures of Q=1 and Q=3 

1.2 可调 Q 小波变换(TQWT)原理 
可调 Q 小波变换(Tunable Q-factor Wavelet 

Transform, TQWT)是近几年提出的具有完美重构

性能的分析离散时间信号的一种可以预先设置品质

因子 Q 的小波变换，其基于迭代双通道滤波器组和

离散傅里叶变换来开发和实现[6]。该方法可以根据

待分析信号的共振属性来选取与之共振属性相似的小

波基函数，使小波变换的应用更加广泛[7]。其原理为： 
设 有 限 长 的 离 散 时 间 信 号 为 ( )x n   

 (0), , ( 1)x x N  ，其中0 1n N   ，则 x(n)的离

散傅里叶变换(DWT)为 
1

0

2π( ) ( )exp( j )
N

n
X k x n nk

N





          (2) 

其中，0 1k N   。用  DFT ( )X x n 来表示有限

长信号 x(n)的离散傅里叶变换。 
可调Q小波变换是基于图 2所示的多分辨率滤

波器组来实现信号的分解与重构， 0 ( )H  、 1( )H  分

别为低通滤波器和高通滤波器， 为低通尺度变换

参数， 为高通尺度变换参数。 
设低通子带信号 V0(n)与高通子带信号 V1(n)的

长度分别为 N0、N1，则 0N
N

  ， 1N
N

  。 

重构信号 y(n)的离散傅里叶变换可表示为 
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图 2 双通道滤波器组 

Fig. 2 Two-channel filter banks 

图3是基于3层可调Q小波变换的分解原理图，

每一层的低频通道都是基于图 2(a)所示的分解方式

进行分解，从而实现对有限长信号的可调 Q 小波分

解。而重构则是分解的逆过程，将每一层分解得到

的低通子带信号与高通子带信号按照如图 2(b)所示

的重构方式进行重构，就可以实现有限长信号的可

调 Q 小波重构。 

 
图 3 可调 Q 小波变换的三层分解结构图 

Fig. 3 Three levels decomposition structure figure of tunable 
Q-factor wavelet transform 

2   稀疏表示理论分析 

稀疏表示的基本思想最早是由 Mallat 和 zhang
提出，由于其低采样率、稳定的重构性能使得它被

广泛应用于信号和图像处理等领域，该方法通过过

完备原子库(字典)中若干原子的线性组合的形式来

近似的表示原信号[8]。稀疏表示可以使复杂的信号

变得更加简洁，使信号的传输、压缩变得更加方便

灵活，从而减少实际工程中处理信号的费用。同时

稀疏表示也可以应用于信号和图像去噪，信号经过

稀疏分解后，可以很好地去除系数间的相关性，使

信号能量更集中，可以更加简洁、全面地表示原信

号的特性，从而将噪声和信号分离，稀疏表示为低

频振荡信号的去噪提供了一个新的思路。 
稀疏表示的原理为：对于一个集合 { ,kg   

1,2, , }k M  ，集合 称为原子库或字典，其元素

kg 称为基或原子。对于任意的信号 f  NR ，满足

M  N ，可通过这些字典中的原子的稀疏线性组

合来表示，这种组合表示也称为对原始信号 f 的一

种稀疏逼近，即 

f X ，
2

2
s.t. f X            (4)   

式中： 为误差限；X 为稀疏因子；
2

2
表示 2-范

数的平方。 
由于 是一个过完备集合，因此 X 将有无穷多

组解，从这些解中选取使得 X 中非零元素个数最少

的一组解就得到了信号 f 的稀疏表示，因此式(4)问
题可以转化为求解： 

2

0 2
min s.t. X f X  ，         (5) 

式中，
0
表示 0-范数，反映 X 中非零元素的个数。

由于求解 0-范数是一个 NP 难问题，因此要转化成

别的方法来求解。 
基追踪(Basis Pursuit, BP)算法是非常经典的全

局优化算法，被广泛应用于信号稀疏表示的求解过

程中，其通过最小化 1 范数将求解 0-范数的 NP 难

问题转变成线性规划最优化问题进行求解[9]。基追

踪算法采用 1-范数取代 0-范数，将式(5)非凸问题转

化成一个凸问题： 
2

1 2
min s.t. X f X  ，         (6) 

在实际应用中，信号 f 往往含有高斯白噪声，

为了更好地在消除噪声同时获得信号的最佳稀疏表

示，通常采用基追踪去噪算法[10]，将式(6)转化为 

 2

2 1
arg min f X X           (7) 

式中，为正则化参数，其取值与噪声的能量有关，

噪声能量越大其取值也越大，但若过大会造成波形

失真。式(7)的最优解即为信号 f 的稀疏表示。 

3   基于稀疏表示的可调 Q 小波变换在低频

振荡信号去噪中的应用 

设含噪的低频振荡信号为 
y x n                   (8) 

式中：x 是干净无噪的低频振荡信号；n 是服从正态

分布 2(0, )N  的随机白噪声。 
用可调 Q小波变换对含噪的低频振荡信号 y 进

行 L 层分解，并得到小波系数  1iw i L  。由于白

噪声的干扰和可调 Q 小波变换的过采样，使得小波

系数 iw 的稀疏性大大降低，即小波系数的表达形式

是不唯一的，为了尽可能稀疏地将信号分解表示出

来，应用基追踪去噪算法对小波系数进行优化处理，

具体处理表达式如下： 
121

12
1

arg min TQWT ( )
L

i i
w i

y w w






       (9) 

式中： 1TQWT 表示可调 Q 小波反变换； i 为正则

化参数。在统计意义下，上式的解是唯一的。 
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采用分裂增广拉格朗日收缩法(SALSA)[11]对式

(9)进行求解，这种求解方法可以全面地约束目标函

数，将小波系数作为一个整体进行求解，不会由于

个别系数误差而影响整体的解，克服了小波阈值去

噪法逐点处理系数的不足。 
设采用分裂增广拉格朗日收缩法(SALSA)对公

式(9)求解的结果为w


，则w


即为小波系数的最佳稀

疏表示，其对应的是干净无噪的小波系数。然后，

对w


进行可调 Q 小波反变换就可以得到信号 x，即：

1TQWT ( )x w


 ，这样就把干净无噪的低频振荡信

号 x 从含噪的低频振荡信号 y 中提取出来了，从而

达到去噪的目的。 
因此，基于稀疏表示的可调 Q 小波变换去噪的

步骤如下： 
(1) 根据含噪低频振荡信号的共振属性选择合

适的分解层数 L、品质因子 Q 和过采样率 ( 3)r r  ，

对其进行 L 层可调 Q 小波分解，得到各个子带的小

波系数  1iw i L  。 
(2) 设置相应的正则化参数，建立如式(9)所示

的目标函数，用 SALSA 优化算法求出最优解w


，

即低频振荡信号的小波系数的最佳稀疏表示。 

(3) 对小波系数w


进行可调 Q 小波反变换即可

得到干净无噪的低频振荡信号。 

4   仿真分析与计算      

为了验证基于稀疏表示的可调Q小波变换去噪

法的去噪效果，利用 Matlab 仿真软件对该算法进行

了实验仿真，并与目前应用广泛的小波阈值去噪法

进行了仿真对比。 
在仿真实验中，给定低频振荡电压信号的表达

式为 
( 0.05 ) 0.030.6e sin(2π 1 ) 0.4e sin(2π 0.9 )t tx t t     (10)                                 

仿真中设定采样频率为 20 Hz，采样点的个数

为 512，幅值取标幺值(p.u.)，对上述的低频振荡信

号加入高斯白噪声作为仿真噪声，高斯白噪声均值

为 0，方差为 0.01，此时待测含噪信号的信噪比

SNR=32.244 6 dB，均方根误差 RMSE=0.100 2，原

始信号与加噪信号的波形图如图 4 所示。 
对待测含噪的低频振荡信号分别进行小波软、

硬阈值去噪，在自动降噪函数中，选用 db8 小波函

数，分解层数为 5 层，阈值修改方法为‘sln’，由

于阈值选择规则有四种：启发式阈值规则、无偏风

险阈值规则、极大极小阈值规则、固定阈值规则。 

 
图 4 原始信号与加噪信号 

Fig. 4 Original signal and noise signal 

通过对上述四种阈值规则的去噪效果进行比较，发

现启发式阈值去噪的信噪比最高，均方根误差最小，

去噪效果最好，所以本文的软、硬阈值均采用启发

式阈值规则。小波硬阈值去噪后的波形如图 5(a)所
示，小波软阈值去噪后的波形如图 5(b)所示。用基

于稀疏表示的 TQWT 去噪法对含噪的低频振荡信

号进行去噪处理，参数设置为：品质因子 Q=3，过

采样率 r=3，分解层数 L=19，正则化参数 =0.5，
影响分裂增广拉格朗日收缩法(SALSA)收敛速度的

参数 mu=0.5，SALSA 的迭代次数 Nit=100，去噪后

的仿真波形图如图 5(c)所示。 
为了能够定量地对比基于稀疏表示的可调Q小

波变换去噪法与小波软、硬阈值去噪法的去噪效果，

引入如下两个判断去噪效果好坏的标准： 
信噪比 SNR，其定义式为 

2

1

2

1

( )
10lg

( ( ) ( ))

j N

j
j N

j

x j
SNR

x j x j




 









 

均方根误差 RMSE，其定义式为 

2

1

1 (( ( ) ( ))
j N

j
RMSE x j x j

N

 



   

式中： ( )x j 为原始信号的第 j 个点的值； ( )x j


为重

构信号的第 j 个点的值。 
分别计算了小波硬阈值去噪、小波软阈值去噪、

基于稀疏表示的 TQWT 去噪后信号的信噪比与均

方根误差。在计算过程中，对原始信号加入不同程

度的噪声，由于高斯白噪声是随机产生的，所以在

每个噪声水平下重复做 20 次仿真实验，然后将仿真



高 倩，等   基于稀疏表示的 TQWT 在低频振荡信号去噪中应用                     - 59 - 

所得数据求平均值。表 1 和表 2 是高斯白噪声的标

准差分别设为 0.1、0.13、0.17，而原始信号的其他

参数保持不变时，三种去噪方法的 SNR 与 RMSE
的计算结果。 

 
图 5 三种去噪方法的仿真对比图 

Fig. 5 Simulation contrast figures of three denoising methods 

表 1 三种去噪方法的信噪比对比 
Table 1 SNR comparison of three denoising methods 

输出信号 SNR/dB 输入 

SNR/dB 小波硬阈值去噪 小波软阈值去噪 本文算法去噪 

32.244 6 44.372 8 45.180 8 48.032 0 

27.098 7 39.763 1 41.170 1 43.723 5 

21.707 8 34.571 2 36.163 9 39.131 5 

表 2 三种去噪方法的均方根误差对比 
Table 2 RMSE comparison of three denoising methods 

输出信号 RMSE 输入 

RMSE 小波硬阈值去噪 小波软阈值去噪 本文算法去噪 

0.100 2 0.054 69 0.052 53 0.043 18 

0.129 6 0.068 92 0.064 24 0.056 49 

0.161 6 0.085 13 0.082 46 0.071 14 

由图 5 可知，与小波软、硬阈值去噪法相比，

基于稀疏表示的 TQWT 去噪后的信号更加光滑，在

原始信号发生突变时，能够更好地保留原始信号的

突变信息。由表 1、表 2 可见，三种去噪方法中，

基于稀疏表示的 TQWT 去噪后信号的信噪比最大，

均方根误差最小。由文献[12]可知，信噪比 SNR 越

大，均方根误差 RMSE 越小，去噪效果越好，且去

噪后的信号与原始信号越接近。综上可知，基于稀

疏表示的 TQWT 去噪法较小波软、硬阈值去噪法可

以获得更好的去噪效果和更高的可靠性。 
本文的可调 Q 小波变换运用基 2 FFT 算法，大

大提高了运算效率。由于本文算法的小波分解层数

比小波软、硬阈值去噪法的分解层数要多，而且所

用的分裂增广拉格朗日收缩法(SALSA)是一种迭代

算法，所以运算量稍有增加，但整体运算时间小于

1.5 s，可以满足在线应用的要求。综合计算量和去

噪效果的考虑，基于稀疏表示的 TQWT 去噪法在低

频振荡信号去噪中的去噪效果优于小波软、硬阈值

去噪法。 

5   结论 

本文采用基于稀疏表示的 TQWT 去噪法对低

频振荡信号进行去噪处理，通过仿真分析与计算验

证了基于稀疏表示的 TQWT 去噪法对低频振荡信

号的去噪效果优于目前广泛使用的小波软、硬阈值

去噪法，能够较好地保留原始信号的特征信息，为

低频振荡信号的分析提供准确可靠的信息。因此，

基于稀疏表示的可调Q 小波变换(TQWT)可以应用

于低频振荡信号去噪中，且具有很好的去噪效果。

由于本文的可调 Q 小波变换运用基 2 FFT 算法，所

以输入信号的长度应为 2 的整数幂，若不满足，则

需在序列后面补零。本文算法主要针对低频振荡信

号中的高斯白噪声具有很好的去噪效果，此外，影

响本文算法去噪效果的因素有：正则化参数以及

SALSA 的迭代次数和小波分解层数等相关参数的

选取，对此可做进一步的研究。 
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