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摘要：对于被开方数为两数平方和形式的开方运算，传统简化开方算法精度不高，不能满足工程需要。提出了一种利用泰勒

级数展开式求取近似平方根的算法，利用泰勒级数推导出计算公式，选取一次多项式作为近似值带入该公式得到平方根。重

点分析了一次多项式系数的选取原则和方法。通过分析系数在不同范围内取值时的最大误差，得到误差最小的一次多项式系

数。理论分析表明，提出的算法与传统算法计算量相当，但精度能提高 4倍以上，最大误差不超过 0.05%，满足微机保护装

置需求。 
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Abstract：A new square root algorithm is proposed to improve the precision of the traditional simplified algorithm when the radicand 
is the sum of two squares．Taylor series is introduced to derive the formula which uses the first polynomial as the approximate 
value．The principle and method of selecting the coefficients of the polynomials is analyzed．The coefficients of the first polynomial 
with minimal error is obtained based on the analysis of maximal error when the coefficient is distributed in different scopes．The results 
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0  引言 

随着芯片技术的迅速发展，微机保护装置的硬

件条件得到了很大改善。但是，微机保护装置的内

存、CPU 速度仍然十分有限，这对矛盾仍然是制约

微机保护算法的重要因素。 
开平方运算是微机保护装置最经常使用的算法

之一。微机保护装置通常需要进行大量的开方运算

来计算基波和各次谐波的有效值，这是保护逻辑和

其他算法的基础和前提。因此，开方运算的计算速

度和计算精度直接影响到微机保护的性能、保护处

理流程和其他算法[1]。 
常见的开平方运算有牛顿迭代法和查表法。查

表法的精度取决于表格区间的长度[2]。为提高精度，

要求增加表格长度。这将导致占用较多的微机内存，

同时增加了查表时间。牛顿迭代法计算精度高，但

计算量也不小，而且如果初值选择不当，迭代次数

将很多，耗时长。保护装置中电压电流的动态变化

范围很大，增加了初值的选择难度[3]。 
事实上，微机保护装置中，计算平方根主要是

在傅氏算法计算出实部虚部之后进行。设 Re、Im
分别为傅氏算法计算出的实部、虚部，则有效值计

算公式为： 
22 ImRe +=M         （1） 

针对这种情况，为了减小开方运算的计算量，

传统的简化算法[4]为：设： { }Im,Remax=L ，

{ }Im,Remin=S ，则 M 近似为： 

)3(3
5ˆ

2

SL
SLM
+

+=     （2） 

该算法的优点是计算量较小，其最大相对误差
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为 0.1735%。对于中低压系统的保护装置来说，一

般都是保护与测控一体化装置。因此，虽然该算法

可以满足保护的 3%~5%精度要求，但却不满足测量

量 0.2%的精度要求。 
总的来说，目前还缺少一种精度和速度并优的

开平方算法。为解决此问题，本文通过分析计算，

给出了工程实用的开平方算法。理论分析表明，这

些算法具有较高的精度，且计算量较小，可以满足

微机保护测控装置的实际需要。 

1  算法原理 

设： 
)()( 222 SLxxf +−=          （3） 

M 是方程的一个根，C 为 M 的近似值。将 )(xf
在点 C 处展开为泰勒级数[3]： 

2222 )()(2)()( CxCxCSLCxf −+−++−= （4） 
将根 x=M 代入上式，得 

C
CM

C
SLCM

2
)(

2
)( 2222 −
−

++
=     （5） 

当 ε<− MC 时，上式中的第二项是二阶无

穷小，可忽略不计。设 M̂ 为 M 的近似值，则有 

C
SLCM

2
)(ˆ

222 ++
=         （6） 

式（6） M̂ 的计算精度主要取决于初值 C 的选

取。C 值越接近 M，M̂ 的误差越小；反之，C 值误

差越大， M̂ 的误差也越大。 
初值 C 可以采用一次多项式来拟合： 

× ×C a L b S= +             （7） 
其相对误差为： 

1× ×
C 2 2

C M a L b SD
M L S

− +
= = −

+
       （8） 

设：
L
Sr = ，代入式（8）得： 

2
1

1

×
C

a b rD
r

+
= −

+
        （9） 

1）取 1=a 时： 
×C L b S= +           （10） 

r 越小（S 相对于 L 越小），误差越小。当 S=0
时，C 的误差为零。其误差曲线如图 1 所示。 

2）取 ba −= 2 时： 
× ×C ( 2 b ) L b S= − +       （11） 

r 越大（S 越接近于 L），误差越小，当 S=L 时，

C 的误差为零。其误差曲线如图 1 所示。 
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图 1 C=a×L+b×S 相对误差|D| 

Fig.1 The relative error curve when C=a×L+b×S 

事实上，采用式（7）的一次多项式来作为初

值 C，很难保证式（6）的误差在 ]1,0[∈r 整个区间

都很小。但是，如图 1 所示，可以分别在 ],0[ λ∈r
和 ]0,[λ∈r （ )1,0(∈λ ）区间各找到一个合适的初

值 C 使得误差小于规定值。 
1.1 算法 1（当 r 较小时） 

根据前述分析，取初值 (1 )× × ×C L b S b r L= + = + ，

则 r 越小，误差也越小，较适合 r 较小时的情况。

为尽量减小计算量，取 0=b ，即： LC = ，代入

式（6），整理后得： 
2

2×
SM̂ L

L
= +             （12） 

其误差为： 

1
1

2
11

1
ˆ

2

2

−
+

+
=−=

r

r

M
MD      （13） 

3

2 3/ 2

d 0
d 2 (1 )
D r
r r
= ≥

× +
，因此， )(rD 单调增加。

又，当 0=r 时， 0=D ，故 0>r 时， 0>D 。因

此，|D|的最大值应该在 r 的右边界处。相对误差曲

线如图 2 所示。 

0 0.5 1
0

0.02

0.04

0.06

0.08

r=S/L  
图 2 取 C=L 时的相对误差 D 

Fig.2 The relative error curve when C= L 
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如果要求最大相对误差小于 0.05%，即： 

0005.01
1

2
11

||
2

2

≤−
+

+
=

r

r
D    （14） 

解得：r≤0.255 51。 
因此，当 0≤r≤0.25 时，式（12）的最大相对

误差小于 0.05%。这一精度对于微机保护来说已经

足够。 
1.2 算法 2（当 r 较大时） 

算法 2 只需考虑 ]1,25.0[∈r 的情况。根据前

述分析， ba −= 2 时， ( 2 )C b L b S= − × + × ，

则 r 越接近于 1，误差越小，故较适合 r 较大时的

情况。为方便起见，不妨先分析 C 本身的误差情况。

将 a 代入式（9），整理后得 C 的误差为： 

2

2 (1 ) 1
1

C
r bD

r

− − ×
= −

+
      （15） 

2 3/2
( 2 1)

(1 )
'
C

b rD
r

− − ×
=

+
         （16） 

令 0' =CD ，得： 

a
b

b
brm =
−

=
2

            （17） 

当
b

br
−

<
2

时， 0' >CD ， )(rfDC = 单调

增加；当
b

br
−

>
2

时， 0' <CD ， )(rfDC = 单

调下降，故
a
b

b
brm =
−

=
2

为极大值点。将 mr 代

入式（15），得极大值为： 
2 2

.max 1CD a b= + −         （18） 
下面考察边界处的相对误差。当 r=0.25 时， 

1
17

324
4/1. −

−
=

bDC          （19） 

显然，边界值 )(4/1. bfDC = 随 b 单调下降，如

图 3 所示。令 4/1.CD =0， 511.0
3

1724
4/1 ≈

−
=b 。

故：b＞0.511 时， 04/1. <CD ；b＜0.511 时，

04/1. >CD 。 
由此可见，相对误差最大值可能在极值点，也

可能在左边界，其具体位置取决于 b。下面进行详

细分析： 
1）b＞0.511 
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图 3 b 取不同值时的相对误差 DC 

Fig.3 The relative error curve when b take different value 

由于 b＞0.511 时， 04/1. <CD ，故，最大相对

误差出现的位置既可能在左边界 r=0.25 处，也可能

在 mr 处 。 要 获 得 最 小 的 相 对 误 差 ， 应 有

max 1/4C. C .| D | | D |= 。即满足： 

17
3241122 bba −

−=−+    （20） 

解此方程，得 2 个解：b=2 或 b=0.546 329。若

b=2， .max 1.083CD = ，故舍去。因此，b=0.546 329

是正解，此时， = 2 0.867 89a b− = 。将 a 和 b 代

入式（18），得到最大相对误差为 .max 0.025 524CD = 。 
2）b=0.511 
根据 b 求得 903.02 =−= ba 。最大相对误差

在 mr 处，见图 4。 566.0==
a
brm ，将 a 和 b 代入式

（18），得最大相对误差为： .max 0.037 65CD ≈ 。故

b=0.511 时的最大相对误差大于 b＞0.511 时的最大

相对误差。因此，b 不能取为 0.511。 
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图 4 b=0.511 时的相对误差 DC 

Fig.4 The relative error curve when b equal to 0.511 

3）b＜0.511 
由式（18）求得 .maxCD 的一阶导数为： 
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'
.max 2

2 2

2 2 2 2
C

bD
b b

−
=

− +
   （21） 

令： '
.max 0CD = ，得

2
2

=b 。 

当
2
2

<b 时， '
.max 0CD < ， .max ( )CD f b= 单调下降。

故，当 b 小于某值时， .maxCD 将大于某一正数ε 。现

设 03.0=ε ，代入式（18），整理得： 

03.012222 2 =−+− bb    （22） 
解此方程，得到 2 个解： b1=0.532 6 或

b2=0.882 6。其中
2
22 >b ，故舍去。所以，

bm=0.5326。由于 b＜0.511＜bm，故有 .max 0.03CD > ，

即，当 b＜0.511 时，其最大误差必大于 0.03。 
综上分析，对于 ]1,25.0[∈r ，取 b=0.546 329，

= 2 0.867 89a b− = 时，通过式（7）、式（6）计

算出的开平方值具有最小误差。下面分析其误差。 
将式（7）代入式（6）得： 

2 2 2( ) 1 ×
2 2 2 2( )
C L S a br rM̂ L

C a br
⎛ ⎞+ + +

= + = +⎜ ⎟⎜ + ⎠⎝
（23） 

2

2

1 11 1
2 1

M̂ a br rD
M a brr

⎞⎛ + +
⎟= − = × + −⎜ ⎟++⎝ ⎠

（24） 
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⎞
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−
= 2/32/32

'
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1

)1(
1

2 brar
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可以证明：当 b=0.546 329 时， 

0
)(

1
)1(

1
2/32/32 ≠⎟⎟
⎠

⎞
+

−⎜⎜
⎝

⎛
+ brar

。 

设： abrrbrarf −+−=+−+= 1)()1( 22 ，则

brf −= 2' ， 2"=f 。由于 0">f ，故 f 是凹的，f

有极小值。令 0' =f ，得 273.0
2
==

br ，极小值为

00575.0 >=f 。所以，当 ]1,25.0[∈r 时，总有

0>f ，即， 0
)(

1
)1(

1
2/32/32 ≠⎟⎟
⎠

⎞
+

−⎜⎜
⎝

⎛
+ brar

，证毕。 

令 0' =D ，由式（23）得： 0.629 5m
br
a

= = ，

代入式（24）得： 

( 2 2
max 2 2

1 1 1
2

0.000318 0.0318%

D a b
a b

⎞
= + + − =⎟

+ ⎠
=

 

因此，当 0.25≤r≤1 时，取 b=0.546 329，则由

式（7）和式（6）计算的最大相对误差小于 0.035%。 

2  算法实现 

1）当 4L S≥ 时，利用算法 1 式（12）直接计

算：
2

2
SM̂ L

L
= +

×
 

2）当 4L S< 时，利用算法 2 进行计算。初值

256
14022286789.0546329.0 SLLC +

=+= ，
2 2( )

2 2
C L SM̂

C
+

= + 。

可按下述步骤依次计算： 
1 = 222 140C L S+           （26） 

512
12 CC =                 （27） 

128
13 CC =                （28） 

3
2ˆ

22

C
SLCM +

+=        （29） 

为尽量避免除法运算，应该用定点数的移位进

行除以 512 和除以 128 的计算。 

3  简化算法 

当 L＜4S 时，计算步骤略显繁多。如果精度要

求不是很高，则可以考虑适当简化。取 b=0.5，则

2 0.914 2a b= − = ，C aL bS= + ，代入式（6）
中，经整理，得： 

1 256 608 ×
4 256 140

S LM̂ S L
L S
+⎡ ⎤= +⎢ ⎥+⎣ ⎦

    （30） 

极值点： 5469.0==
a
brm

，最大相对误差

max 0.0008469 0.08469%D = = 。这个精度可满足一

般工程需要，其计算稍简单一些。 

4  算法评价 

对于 22 ImRe +=M 形式的开平方运算，设：

{ }Im,Remax=L ， { }Im,Remin=S ，则当 4L S≥ ×
时，可利用算法 1 式（12）直接计算，其相对误差

随 Sr L= 单调增加，在 r=0 处误差为零，而在右边

界 r=0.25 处达到最大，最大误差不大于 0.05%。 
当 4L S< 时，利用算法 2 式（26）~式（29）

进行计算。其相对误差在 Lr = 时为零；在极值点

0.629 5m
br
a

= = 及左边界 0.25r = 处取得最大，最

大相对误差不超过 0.035%。 

文献[4]选取的是
3
SLC += ，代入式（6）中得

到式（2）。其相对误差在 0=r 时为零，在右边界

1=r 处达到最大，最大误差不大于 0.1735%，在极
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值点
3
1

==
a
brm 处，误差为 0.1388%。 

上述算法的相对误差曲线见图 5。 
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图 5 各种算法相对误差曲线 D% 

Fig.5 The relative error curves of three algorthms 

上述算法的运算量见表 1。 
表 1 算法比较表 

Tab.1 The comparison of three algorithms 

 算法 1 算法 2 简化算法 文献[4]

乘法 1 4 3 4 

除法 1 1 1 1 

加法 1 3 3 2 

移位 1 2 3 0 

误差≤ 0.050% 0.035% 0.085% 0.174%

从表 1 可见，算法 1 仅需 4 次计算，约为文献

[4]的一半，但精度却提高了约 4 倍；算法 2 仅比文

献[4]多了一次加法和两次移位操作，但精度提高了

5 倍多。因此，综合来看，本文提出的算法与文献

[4]算法计算量基本相当，但精度却提高很多，足以

满足微机保护装置的计算需要。 

5  结语 

本文针对傅氏算法中开平方运算耗时较大或占

用内存较多问题，利用泰勒级数推导出了近似公式，

并选取一次多项式作为初值。指出该算法的关键在

于初值的选取。为了获得更高的计算精度和最小的

计算量，提出了将开方运算区间分为两段分别计算

的原则。对这两种情况提出了各自的初值选取方法。 
当参与开方运算的两数相差较大时，选取在两

数相差最大（其中一个数为零）时误差为零的一次

多项式作为初值。可以用一个最简单的算法即可满

足精度要求，并根据误差不大于 0.05%的精度要求，

求出了两段的分界点在 1/4 处。 
当两数相差不太大（4 倍以下）时，选取在两

数相等时误差为零的一次多项式。其误差曲线为非

单调，具体误差取决于两数的比值和一次多项式系

数。分析了一次多项式系数在不同的范围内选取时

的误差情况，找到了使得误差最小的系数取值范围。

在此范围内，提出了根据边界值与局部极大值相等

来确定多项式系数的方法。 
最后，给出了算法的计算步骤。为了进一步简

化计算，提出了一种简化算法，以满足不同的工程

需要。 
与传统的简化算法相比，本文提出的两种算法

与文献[4]总体上基本相当，但精度却分别提高了约

4 倍（最大误差不大于 0.05%）和 5 倍多（最大误

差不大于 0.035%），可以满足微机保护装置的计算

要求。本文提出的算法即可适用于定点数计算，也

可适用于浮点数计算。 
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