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优化牛顿-拉夫逊算法雅可比矩阵的正交预处理方法研究 

卓 芳，高仕斌 

（西南交通大学电气工程学院，四川 成都 610031） 

摘要：预处理雅可比矩阵可以大大改善潮流计算方程的收敛性和速度，而寻找有效的预处理方法则是关键。研究了预处理的

基本原理，以最低条件数为主要依据，提出正交方法预处理雅克比矩阵，相对于目前较为流行的 P-Q 分解法，理论上更加简

单且操作方便。借助 Matlab 仿真工具，预处理几个典型的 IEEE 多节点系统，验证了正交预处理方法相对 P-Q 方法，计算时

间更短但具备相当的有效性和适用范围。 

关键词: 潮流计算；雅可比矩阵；预处理；正交；P-Q 分解法 

Study on orthogonal preconditioning method for Jacobian Matrix 
in Newton-raphson optimization 
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Abstract:  The choice of preconditioning method is a key in the process of preconditioning Jacobian Matrix, which can improve 
convergence and quicken calculation speed in power flow calculation. This paper, based on minimum condition number, introduces 
orthogonal preconditioning method for Jacobian Matrix after analysis of basic principle in preconditioning. Compared to P-Q method 
which is considered as the most effective way, this method is much easier to operate in theory, and is finally testified its similar 
availability and applicability but less calculating time using Matlab Simulink Tool in certain typical IEEE systems. 
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0  引言 

潮流快速计算是实现电力系统实时、超实时控

制的关键。牛顿-拉夫逊算法（以下简称牛拉法）是

求解潮流非线性方程组比较有效的迭代计算方法，

目前较流行的适合对称问题的CG[1]法（Conjugate 
Gradient ）和适合非对称问题的 GMRES[2] 法

（Generalised Minimal Residual）都是双重迭代的牛

拉法，不管何种方法都有近80％的时间在反复求解

高维形如 ΔJ x = b的稀疏性修正方程组[3]，每次迭代

都须重新形成雅可比矩阵,矩阵元素计算又比较复

杂,使得潮流计算需要大量的时间。 

为了提高牛拉法计算速度，有必要对雅可比矩

阵进行一些预处理，旨在降低其条件数和改善谱特

性，进而加快其收敛速度。目前主要的方法有不完

全LU分解法[4]、平衡法[5]、分块对角阵法和P-Q分解

法[6]等，其中平衡法具有不确定性，至今仍是数学

界的难题，而不完全LU法则存在填充量的选择问

题。相比之下，P-Q分解法的预处理矩阵容易得到，

处理起来简单方便。  

根据雅可比矩阵预处理当中的条件数和迭代

次数的关系[7]：条件数随着迭代次数的逐渐增大，

总的趋势是条件数逐渐减少进而趋近于极限值1。那
么尽早地降低条件数，对牛拉法的收敛性是大有裨

益的，而就减低矩阵的条件数而言，我们熟知的正

交方法可以使得矩阵的条件数降到最小为1。 

本文尝试正交方法预处理雅可比矩阵，在

Matlab6.5系统平台上进行仿真分析，以IEEE多节点

系统为例，相比P-Q分解法，验证该方法的有效性

和适用范围。 

1  雅可比矩阵 

1.1 雅可比矩阵的定义 
牛拉法迭代公式的一般形式可写为： 

   ΔJ x = b                   （1） 
其中: J为 n n× 的非奇异雅可比矩阵， Δx为电压幅
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值和相角的修正量； b为节点有功和无功功率的偏

差量。 
上述的迭代公式源于下面的方程组推导
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每个PQ节点有两个变量 iδΔ 和 iUΔ 待求，同时

可列出两个方程。所以对全部节点可以写出迭代方

程为：           
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即雅可比矩阵 J。 

1.2 雅可比矩阵的条件数 

在实际的求解中 J可能出现病态，即它的条件

数很大，当用牛拉法求解时，解非常不稳定。 
   这里的条件数定义为： 

        -1Cond( ) = ⋅J J J                         

⋅ 表示矩阵的范数，如果取矩阵的2-范数，则

条件数可以表示为 

max

min
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（ ）

（ ）

J
J

J

λ

λ
        （2）                                   

其中: max( )Jλ ， min( )Jλ 分别是 J的最大和最小特征

模值；并且 Cond( ) 1≥J ，且若 J 为正交阵，则

Cond( ) 1=J 。 
    根据条件数定义，当其比较小时，扰动引起解

的相对误差一定小；相反相对误差就可能大，这样

的矩阵就是病态方程。这样的方程组，当用牛拉法

算法求解时，即使有解也不一定收敛。    

2  雅可比矩阵的预处理方法 

2.1 预处理矩阵 

牛拉法的收敛性往往取决于矩阵 J的条件数和

谱的性质，为了改善这些性质, 时常会对线性方程

组进行适当变换, 此过程称为预处理过程。具体是

指选取一定的预处理矩阵M处理 J得到 'J ，并满

足： 

' ' 'Δ =J x b                 （3）      

假设：   1 2 = n n×=M M M R              
其中: ' -1 -1

1 2=J M JM ; ' -1
2Δ = Δx M x ; ' -1

1=b M b   
希望 ≈M J，且 1M ， 2M 都是非奇异的，而且

比较容易求逆。所以问题就是如何选取好的预处理

矩阵M。 
2.2 P-Q分解法 

P-Q分解法是目前认为的比较有效的预处理方

法，它的预处理矩阵容易得到，处理起来简单方便；

最重要的是它能够大大地降低 J的条件数和改善谱

的性质，很好地提高迭代算法的收敛性，且系统越

大,效果越明显。 

它的预处理矩阵是利用快速解耦潮流计算时

的雅可比矩阵: 
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'B 和 "B 分别为解耦后对应于有功和无功的雅

可比矩阵。记以矩阵 'B 和 "B 为对角元素的分块对

角阵为M： 
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令式中 1 =M I , 则得到预处理后的矩阵为: 
1 1

2
' − −= =J IJM IJM          （4） 

2.3 正交方法 

上述原理很容易理解，若取预处理矩阵
-1

1 2 ==M I M J， ，则预处理后的系数矩阵的条件数

cond( )'J = -1
2cond( )IJM =1，其特征值 ( )=1'Jλ ，此

时预处理的效果最为理想（无需迭代）。当然这在

实际中是不可能的，否则迭代法就成为直接法了。 
但同时我们了解到当Cond( ') 1=J 时，也可以是

'J 为正交矩阵的情况，此时牛拉法的收敛速度相比

P-Q分解处理是否会有优势呢？ 
目前正交矩阵变换主要用的是施密特方法，假

设雅可比矩阵 J为 n n× 形式： 

( )T1 2 ... nI I I=J ，其中 1 2( ... )i i i inI j j j=  
并设正交变换后得到的雅可比矩阵为 orthJ ： 

( )T' ' '
orth 1 2 ... nI I I=J ， ' ' ' '

1 2( ... )i i i inI j j j=  

令 T*=B J J  
因为 T T T T( * ) *= = =B J J J J B，所以 B为对称

矩阵，根据对称阵的合同定理，存在n 阶可逆阵C： 
使 T T T*= =C BC C J J C I  
同时 orthJ 具有这样的性质： T

orth orthJ J = I（ ）  
因而可以满足 orth =J JC ，得到 -1 T

orth=C J J。 
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那么我们可以考虑取C为预处理矩阵，令 1 =M I，
1

2
−=M C ，得到牛拉潮流计算方程： 
1( )( )=− ΔJC C x b，即 1

2 orth
' −= =J IJM J        （5） 

3  算例及分析 

本节在Matlab6.5环境下进行仿真分析，对IEEE
多节点系统进行数值实验，迭代计算中结合Matlab
在矩阵运算中的优势和特点，先采用稀疏矩阵存储、

节点编号优化和“左除”运算等特殊处理，使牛拉

法原始潮流程序得以简化，提高了计算速度，降低

了计算内存量，但不影响其收敛性和计算结果，再

于此基础上分别采用正交和P-Q分解预处理 J，比

较其条件数和耗费时间，证明正交方法的有效性和

适用范围。 
3.1 雅可比矩阵的原始数据 

首先不采用任何预处理技术，直接计算IEEE14
到300节点测试系统初次雅可比矩阵的条件数，迭代

次数（控制精度为1E-10），以及每次迭代所需时间

和总共耗费的时间，具体数值结果如表1所示。 

表1 未经预处理的测试系统的条件数和计算时间 
Tab.1 Condition numbers and power flow time for test systems 

without preconditioning 
系统(IEEE) 14 30 57 118 300 

条件数 112.0 493.0 825.0 32E2 12E4 

迭代次数 4 5 5 5 5 

总耗时时/s 1.31 3.63 7.15 17.32 23.64 

初次迭代/s 0.25 0.45 0.87 1.78 4.32 

注:条件数均取矩阵的2-范数 

理论上，牛拉法具有平方收敛特性[8]，它在开

始时收敛得比较慢，而在几次迭代以后，收敛的非

常快。由于它的这种收敛特性，在使用稀疏矩阵技

巧和优化节点编号以后，采用平滑直电压启动（设

置全网电压初值为同一数值）时，牛拉法的迭代次

数实际上与系统规模无关。一个设计良好的牛拉法

潮流程序的每一次迭代时间仅与系统节点数成正

比。 

3.2 正交方法和P-Q分解法预处理 

3.2.1 条件数和特征谱分析 
表2列出了正交和P-Q分解预处理方法对各测

试系统条件数的改变结果。从数值上看，条件数都

得到大幅度的降低，正交方法的效果也是显而易见

的。 
从表2可以看出，正交方法预处理雅可比矩阵，

使其条件数在一开始就降至1，由于条件数是遵循随

着系统迭代次数的增加而逐渐非单调地下降到1，这

在潮流计算时就降低了计算复杂度，若不考虑正交

矩阵变换的时间，可以有效压缩短潮流计算时间。 

表2 测试系统初次雅可比矩阵预处理后的条件数 

Tab.2 Condition numbers of initiate jacobian matrix with 
preconditioned test systems 

系统(IEEE) 14 30 57 118 300 

P-Q分解法 1.590 3.460 7.180 2.680 26.10

正交法 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

这里我们还需要注意的是上述给出的条件数

是对初次迭代矩阵的分析所得，但同理可得到，经

过正交化方法和P-Q分解法处理后的 J 任意次迭代

矩阵相对于未处理的矩阵，计算量和精度的表现都

较好，所以这里仅列举初次雅可比预处理的情况。 
图1和图2为IEEE节点系统初次迭代雅可比矩

阵经过预处理方法后的特征谱与原始谱（未经预处

理的谱）。不论小节点系统（30）还是几百节点的

大系统（300），正交法和P-Q分解法都不同程度地

改善其原始谱（特征值分布）的性质，但是经过正

交方法处理的雅可比矩阵的特征值分布不如P-Q分

解法集中。 
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图1 IEEE30节点系统特征谱图 

Fig.1 Spectrum of IEEE 30-bus 

原始

正交
    P-Q

-1 0 1 2 3 4 5
-20

-10

0

10

20

-3 -2

-15

-5

5

15

-4  
图2 IEEE300节点系统特征谱图 

Fig.2 Spectrum of IEEE 300-bus 

不管是正交法还是P-Q分解法，其主要目的都

是要降低 J的条件数或改善其特征值分布情况。对

CG迭代法而言，主要取决于条件数的大小；对

GMRES类方法而言，主要是使处理后的系数矩阵的

特征值分布在复平面内尽可能小的区域内。所以在

CG法中，正交方法较P-Q法有效，而GMRES中则反
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之。 
3.2.2 潮流迭代次数分析 

表3为预处理后的测试系统的迭代次数，每次迭

代，都分别使用P-Q分解和正交法进行预处理，控

制精度为1E-10。 
表3 预处理后测试系统的迭代次数 

Tab.3 Iteration numbers of preconditioned test systems 
系统(IEEE) 14 30 57 118 300 

P-Q分解法 3 3 4 4 4 

正交法 2 2 2 2 2 

可见，正交方法处理后牛拉法外部迭代次数明

显减少，即提高了收敛速度。 
3.2.3 潮流计算时间分析 

同时也需要关注正交方法执行过程中耗去的

时间，相对P-Q分解法，是否具备有一定的可比性。

从表4列出的正交法和P-Q分解法处理的测试系统

潮流计算总耗时间来看，正交方法，相比P-Q分解

法，处理过程中没有占用太多的时间。 
表4 预处理测试系统的潮流计算时间 

Tab.4 Power flow time for preconditioned test systems 
系统(IEEE) 14 30 57 118 300 

P-Q分解法 1t  0.08 1.13 1.85 3.26 18.7 

正交法 2t  0.04 0.61 1.36 3.03 17.2 

1t - 2t  0.04 0.52 0.49 0.23 0.15 

但从表4也可以发现随着系统的增大，正交变

换的时间也随之增加，而且与P-Q分解法的时间差

距也在逐渐缩小，那么我们可以预测在更大的系统，

如区域互联和重载系统（上千个节点系统）中，这

样的正交方法可能无法发挥正常。不过在几百个节

点的系统中，该方法还是比较有优势的。 

4  结论和推测 

本文对牛拉法求解潮流方程当中，雅可比矩阵

的预处理问题进行了详细的讨论，并提出用正交方

法对其进行预处理。数值结果表明, 这种算法比其

他预处理方法，如目前承认的较有效的P-Q分解法，

具有较少的迭代运算次数，特别是在几百个节点和

要求潮流计算速度的系统中, 这种算法能够有效地

降低雅可比矩阵的条件数，从而快速地减少迭代次

数和总体计算时间。 
但是从测试系统的数值趋势分析，正交方法的

优势会逐渐淹没在超大规模系统，因为要牺牲一定

的时间和内存用于矩阵正交变换。并且正交方法的

优势主要体现在对条件数要求更高的CG法当中，而

在GMRES方法中，以具体的系统而论。 

最后，关于正交方法，我们还期待简化矩阵正

交变换过程或者选择近似正交方法来减少预处理矩

阵计算时间，前者需要摸索施密特之外的优化方式，

后者则要考虑近似程度的控制问题，类似不完全 LU

分解法的填充量的选择问题。 
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图8 a相谐波指令信号 

Fig.8 Harmonic reference signal of phase-a 

 
(a) a相谐波指令信号及PWM信号 

 
(b)a相谐波指令信号及FFT频谱 

 
(c) a 相、b 相谐波指令信号 

图9 实验波形 
Fig.9 Experimental waveform 

4  结论 

与传统数字低通滤波器相比，移动窗积分法的

计算量较少，当采样点较多时，仍可保持较高的采

样精度和采样速度。当负载突变时，移动窗积分法

可在小于 1个工频周期的时间内快速跟踪负载电流

的变化，改善了传统的谐波电流检测法的暂态性能。

同时消除了传统数字低通滤波器由于极点而引起振

荡、发散等情况。通过实验验证，结果表明本文所

提出的移动窗数据积分法谐波电流实时检测方法具

有计算量小、检测精度高、实时性好等优点。 
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