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摘要 : 一般性的多机系统表达 ( GMR)技术能够简单快速地形成系统的状态矩阵 ,从而方便地计算系统的特

征根及特征根灵敏度。基于 GMR技术 ,分别给出了两种确定系统电压弱节点 (或无功补偿点 )的特征根灵敏

度指标 ,即特征根的无功灵敏度指标和导纳灵敏度指标。根据该灵敏度指标可以有效地选择系统的电压薄弱

点 ,进行节点电压控制。并在五节点的系统上进行了计算分析 ,结果表明在该特征根灵敏度指标所确定的电

压弱节点进行无功补偿可以得到最佳的补偿效果。
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0　引言

电压稳定是近年来电网安全运行中出现的新问

题。由无功功率与电压之间的强联系 ,系统的无功

功率对电压稳定性有着直接的影响。随着电力系统

用电负荷增长以及远距离大容量输电引起的无功功

率损耗的增加 ,加强对无功补偿的研究尤为重要。

为使无功补偿得到最佳效果 ,对无功补偿装置

的配置要进行合理的选址。文献 [ 1 ]提出了一种基

于潮流追踪、辨别关键路径的方法确定加装无功补

偿装置的地点 ;文献 [ 2 ]指出用系统的电压弱节点

作为无功补偿点 ;文献 [ 3 ]采用切向量法确定电压

弱节点 ;文献 [ 4 ]采用阻尼牛 -拉法寻找系统的电

压薄弱点 ;文献 [ 5 ]则给出了以潮流雅可比矩阵最

小模特征值对应的左特征向量作为节点电压对无功

功率变化的灵敏度指标 ,从而确定电压的薄弱点。

以上方法均基于系统的潮流方程 ,没有计及系统的

动态特性。

电压稳定问题本质上是一个动态问题 ,系统中

的诸多动态因素如发电机及其励磁控制系统等对电

压稳定性均有重要影响 ,只有在动态分析下 ,这些影

响才能充分体现。基于状态变量的特征根分析法是

研究动态稳定的基本方法。电力系统的稳定性分功

角稳定和电压稳定 ,如果特征根的机电回路相关比

很大 ,由此模式导致系统失稳时为功角型失稳 ;否则

为电压型失稳 ,特别是正实特征根 ,将导致节点电压

单调下降失稳。
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　　在特征值分析中 ,为形成状态空间表达 ,提出过

许多方法 [ 6～8 ]
,这些方法都是根据系统线性化后的

微分方程和代数方程 ,直接建立表征系统特性的系

数矩阵 ,然后消去非状态变量来获得全系统状态方

程 ,直观性好 ,但过程相当复杂。

文献 [ 9 ]提出了一般性的多机系统表达 ( GMR) ,

将电力网络的微分方程和构成网络的装置的微分方

程转换成单元块 ,从而与控制器单元块可方便地结合

起来。GMR简化了特征根的灵敏度表达。

考虑系统的动态模型 ,本文在 GMR技术的基

础上 ,给出了新的确定系统电压弱节点 (或无功补

偿点 )的特征根灵敏度指标。

1　一般性的多机系统表达

1. 1　状态空间方程 [ 9 ]

GMR表达中 ,只含有如图 1的两类基本传输块。

图 1　基本传输块

Fig. 1　Elementary transfer blocks rep resentation

将电力系统的传输结构用这两类基本块描述 ,

可形成如下关系式

Xi

Y0

0

=

L 1 L 2 L 3

L 4 L 5 L 6

L 7 L 8 L 9

X

R

M

(1)

式中 : X是系统的状态变量列向量 ; L 7和 L 9是节点

电压的函数。L的形成详见附录 1。

基于图 1 ( b)的一阶传函和微分方程之间的关
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系 ,可形成系统的状态方程 (详见附录 2)

ÛX =AX +B R + E ÛR (2)

小干扰稳定性分析中 ,通常不考虑系统的外界

输入项 R
[ 10 ]

,系统的状态方程可简单描述为

ÛX =AX (3)

式中 : A = S ( Ka F - Kb ) (4)

S = ( I - Kt F ) - 1 (5)

F =L 1 +L 3 HL 7 (6)

H = - L
- 1

9 (7)

2　特征根的灵敏度表达 [ 11 ]

2. 1　一般性灵敏度表达

设系统特征值λk的左右特征向量分别是 W k

和 U k ,且 W
T
k U k = 1。Ki为任意参数 ,则特征根对参

数 Ki的一阶灵敏度可表达为

9λk

9ki

=W
T
k

9A
9ki

U k (8)

GMR中 , Ka , Kb和 Kt包含了所有的一阶块参

数 , L 7和 L 9包含了所有的零阶块参数。由 SS
- 1

=

1,则 9S
9Ki

= SKt
9F
9Ki

S,结合式 ( 4 ) ～ ( 7 )的具体表达 ,

状态矩阵 A对 Ki的一阶灵敏度可表达为

9A
9Ki

= SKt
9F
9Ki

A + SKa
9F
9κi

(9)

9F
9Ki

=L 3 H
9L 9

9Ki

HL 7 +
9L 7

9Ki

(10)

2. 2　子矩阵 L 7和 L 9的灵敏度

L 7和 L 9均为节点电压 V的函数 , L 9又是网络

参数 Y的函数。但 L 7和 L 9均不显含系统的运行参

数 ,因此在计算 L 7和 L 9的一阶灵敏度时 ,按照复合

函数求导的原则有

9L 9

9Ki

=
9L 9

9V
9V
9Ki

+
9L 9

9Y
9Y
9Ki

(11)

9L 7

9Ki

=
9L 7

9V
9V
9Ki

(12)

其中 :当 Ki为系统的运行参数时 , 9Y/ Ki = 0。

式 ( 1 )中的 L 1、L 3、L 7和 L 9高度稀疏 ,故可以

采用稀疏技术 ,大大减少了计算存储量 ,但是各非零

元素在 L 7和 L 9的位置需加以识别。

2. 3　节点电压对运行参数的灵敏度

记节点功率方程 Pi + jQ i = V i 6
j∈i

YijV j

SLV = SYV (13)

式中 : SLV是包含 PV节点电压和节点注入功率的扩

展向量 ,且负荷采用电压依赖指数模型 ;下标 L表
示负荷 , V表示 SLV和 SYV是节点电压的函数。节点

电压采用直角坐标形式 V = [ V1 , V2 , ⋯, V2N ]
T , SYV

可表达为节点电压的二次函数 [ 12 ]

SYV = F′( Y, V1 V1 , ⋯, Vm Vn , ⋯, V2N V2N ) (14)

式中 : F′(·)是函数向量。节点电压 V对运行参数
Ki的灵敏度可由式 (13)和 (14)获得 ,并可表达为 :

9V
9Ki

= - (JL - J 0 ) - 1 9SLV

9Ki

(15)

式中 : J 0和 JL分别为 SYV和 SLV的雅可比矩阵。
2. 4　节点电压对网络参数的灵敏度

设γi为节点 m和 n之间的一个网络参数 ,记

ÛY = 9Y/ 9γi (16)

则当 m≠n时 , ÛY有四个非零元素 , m = n时 , ÛY
仅有一个非零元素。
将式 (13)对γi进行微分可得

9V
9γi

= J
- 1

S ÛYV (17)

式中 : J = JL - J 0 ; S ÛYV与 SYV表达式相同 ,只需将式
( 14)中的 Y用 ÛY代替即可。显然 S ÛYV的非零元素个

数不超过四个。

3　确定电压弱节点的灵敏度指标

3. 1　无功灵敏度指标

在小干扰电压稳定性分析中 ,特征根对节点注
入无功功率的灵敏度表征了该节点无功功率发生变

化时对相应特征根的影响。由无功功率与节点电压

之间的强相关性 ,表征系统电压不稳定的特征根对

节点注入无功功率的灵敏度可作为系统无功补偿点

的选择依据 ,也即电压弱节点的判据。
基于前面所述的 GMR技术 ,设λk为表征系统

电压不稳定的特征根 ,则该特征根对节点 i的节点

注入无功功率的灵敏度指标为
9λk

9Q i

=W
T
k

9A
9Q i

U k (18a)

状态矩阵 A不显含节点注入功率 Q i ,但 Q i可

以表示成节点电压 V的函数 ,故式 (18a)可表达为

9λk

9Q i

= 6
2N

j =1

9λk

9V j

9V j

9Q i

=
9λk

9V
9V
9Q i

(18b)

9λk

9V j

=W
T
k

9A
9V j

U k (18c)

9A
9V j

= SKt
9F
9V j

A + SKa
9F
9V j

(18d)

9F
9V j

=L 3 H
9L 9

9V j

HL 7 +
9L 7

9V j

(18e)
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令 Q = [Q1 , Q2 , ⋯, QN ],则特征根对节点注入

无功功率的灵敏度指标可表达为

9λk

9Q
=

9λk

9V
9V
9Q

(19a)

9V
9Q

= - ( JL - J 0 ) - 1 9SLV

9Q
(19b)

3. 2　导纳灵敏度指标

无功补偿的方式很多 ,其中并联电容器组是一

种简单而又方便的无功补偿装置 ,其原理是通过改

变节点的自导纳 ,从而改变系统的节点注入无功功

率 ,进而改善系统的电压水平。因此 ,系统的电压薄

弱点又可通过改进的导纳灵敏度指标来确定。

由于 L 9既是节点电压的函数又是节点导纳的

函数 ,特征根亦可表达为节点电压和节点导纳的函

数λ = g ( Y, V )。设λk为表征系统电压不稳定的特

征根 ,则该特征根对节点自电纳 B ii的灵敏度指标为

9λk

9B ii

=
9gk

9B ii

+
9gk

9V
9V
9B ii

(20a)

9gk

9B ii

=W
T
k

9A
9B ii

U k (20b)

9A
9B ii

= SKt
9F
9B ii

A + SKa
9F
9B ii

(20c)

9F
9B ii

=L 3 H
9L 9

9B ii

HL 7 (20d)

9gk

9V
=W

T
k

9A
9V

U k (20e)

9V
9B ii

= (JL - J 0 ) - 1 9SYV

9B ii

(20f)

其中 : L 7对网络参数的灵敏度为零 ,故式 (20d)简化

为一项 ,且 L 9对 B ii的灵敏度只有一个非零元素。

表征系统电压不稳定的特征根对节点注入无功

功率的灵敏度或对节点电纳的灵敏度最大 ,该节点

即为系统的电压弱节点 ,或最佳无功补偿点。

在常规的小干扰特征根分析中 ,形成系统的状

态矩阵已经相当繁琐 ,更不用说计算系统的特征根

灵敏度了。基于 GMR技术 ,将所有的元件均表达

成零一阶传输块的形式后 ,程序可自动形成系统的

状态矩阵 ,且不受系统元件个数多少的限制 ,这使得

基于 GMR技术确定系统电压弱节点的特征根灵敏

度指标计算简单方便 ,且稀疏技术的采用大大减少

了存储量和计算量。

4　算例分析

本文对图 2所示的五节点系统进行了计算分

析 ,支路数据如表 1。稳态运行的负荷功率和 PV节

点电压作相应量的均值用。SL1 = 1. 2 + j1. 0 ( pu) ,

SL2 = 2. 0 + j1. 0 (pu) , SL3 = 2. 0 + j1. 0 (pu) , PG1 =

3. 0 (pu) , QG1 = 1. 2 (pu) , VG2 = 0. 98 + j0 (pu)。考

虑负荷的静态电压特性 [ 13 ]
: PL = PL0 V

a
, QL = QL0 V

b
,

其中 , a = 1. 38, b = 3. 22。发电机采用三阶模型 , G2

为参考发电机 ,发电机的参数如表 2。

系统产生 5个特征根如表 3所示 ,其中一零特

征根 (由于没有考虑无穷大母线 )没有列出。表 3

的第四列为特征根的机电回路相关比。由表 3,特

征根λ4为实特征根 ,且λ4位于复平面的右半平面 ,

其机电回路相关比远小于 1. 0,由该特征根导致系

统失稳时属于电压型失稳。

特征根λ4对节点注入无功功率的灵敏度及其

对节点电纳的灵敏度分别如表 4和表 5所示。由于

节点 5为参考发电机节点 ,这里没有考虑特征根对

该节点参数的灵敏度。

由表 4,特征根λ4对节点 1的注入无功功率的

灵敏度最大 ;由表 5,λ4对节点 1的节点电纳的灵敏

度也最大 ,故节点 1为系统的电压弱节点。根据无

功功率与节点电压的强相关性 ,在节点 1进行无功

补偿将最有效。

为验证该结果的正确性 ,在节点 1～4分别加装

电容器进行无功补偿 ,其中ωC = 0. 6,在不同节点进

行无功补偿时特征根λ4的变化如表 6。由表 6,在

节点 1进行无功补偿时 ,补偿后的λ4位于复平面的

最左边 ,这说明在该节点无功补偿的效果最好 ,从而

也验证了用特征根对节点无功功率注入的灵敏度和

特征根对节点电纳的灵敏度作为系统电压弱节点或

者无功补偿点的灵敏度指标判据是正确的。

图 2　五节点系统

Fig. 2　Five2bus system

表 1　5节点系统支路数据

Tab. 1　B ranch data for the five2bus system

始节点 i 末节点 j X /pu B /2 /pu T

1 2 0. 35 0. 2 —
1 3 0. 35 0. 2 —
2 3 0. 2 0. 0 —
2 4 0. 015 — 1. 0
3 5 0. 015 — 1. 0
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表 2　三阶发电机参数

Tab. 2　Parameters of three2order generator model

R a /pu X d /pu X q /pu X′d /pu T′d0 M D

G1 0. 000 1. 633 1. 633 0. 179 4. 000 2. 620 0. 000

G2 0. 000 0. 306 0. 306 0. 048 6. 200 19. 600 0. 000

表 3　系统特征根

Tab. 3　Eigenvalues for the system

特征根编号 i αi βi ρi

1, 2 - 0. 579 5 8. 61 14. 9

3 - 0. 376 3 — 0. 001

4 0. 007 2 — 0. 000 2

表 4　特征根对节点注入无功功率的灵敏度

Tab. 4　Sensitivities of eigenvalue to nodal reactive

特征根编号 i
灵敏度

Q1 Q2 Q3 Q4

4 3. 969 2 1. 693 3 0. 210 2 2. 429 0

表 5　特征根对节点电纳的灵敏度

Tab. 5　Sensitivities of eigenvalue to nodal reactive

特征根编号 i
灵敏度

B 11 B 22 B 33 B 44

4 1. 615 1 1. 018 7 0. 222 2 1. 522 5

表 6　具有无功补偿的特征根

Tab. 6　Eigenvalues with reactive power compensation

补偿点 i αi βi

1 - 0. 203 5 —

2 - 0. 197 5 —

3 - 0. 055 3 —

4 - 0. 201 0 —

5　结论

基于 GMR技术 ,给出了确定系统电压弱节点

的特征根灵敏度指标 ,与常规的小干扰特征根分析

比较 ,该特征根灵敏度指标计算方便 ,不受系统元件

个数的限制 ,且可采用稀疏技术大大节省存储空间

和计算时间。在五节点系统上进行的计算分析表明

采用该特征根灵敏度指标确定系统的电压弱节点是

正确的 ,在所确定的电压弱节点进行无功补偿将最

有效。

附录

1　关联矩阵 L的形成 [ 9 ]

　　当所有发电机以及与其相连的控制系统均用图

1所示的两类基本块描述时 ,为了描述各传输块之

间的关系 ,可形成如下关联矩阵 L

Xi

Y0

M i

=

L 1 L 2 L 3

L 4 L 5 L 6

L′7 L′8 L′9

X

R

M

(A - 1a)

(A - 1b)

(A - 1c)

式中 : Xi和 X分别是表达所有一阶块的输入和输出

的向量 ; M i和 M 分别是表达所有零阶块的输入和

输出的向量 ; Y0是系统的输出向量 ; R是外加的系

统输入向量 ,如阶跃输入或冲击输入等。在一般的

小干扰稳定性分析中 , R通常为零。其中 L 1和 L 3

分别为描述一阶块输入与一阶块输出和一阶块输入

与零阶块输出的关联矩阵 ,其元素为“1”或“0”; L′7
和 L′9分别描述了一阶块与零阶块和零阶块与零阶

块之间的代数关系 ,它们都是节点电压的函数。

对图 1 ( a)的零阶块有

m = kim i (A - 2)

设 K是表达所有零阶块参数的对角阵 ,则

M = KM i (A - 3)

将式 (A - 2)代入式 (A - 3)得

M = KM i = KL′7 X + KL′8 R + KL′9M =

L 7 X +L 8 R +L″9M (A - 4a)

即

0 =L 7 X +L 8 R +L 9M (A - 4b)

式中 : L 9 =L″9 - I = KL′9 - I,其中 I是单位矩阵。从

而可得式 (1)的关系式。

2　状态方程的形成

类似式 (A - 2) ,对于图 1 ( b)的一阶块有

x =
ka + pTa

kb + pTb

xi (A - 5)

px = -
kb

Tb

x +
ka

Ta

xi +
Ta

Tb

( pxi ) =

- Kb x + Ka xi + Kt ( pxi ) (A - 6)

式中 : Ka =
ka

Tb

, Kb =
kb

Tb

, Kt =
Ta

Tb

; p是微分算子。

设 Ka、Kb和 Kt分别是表达所有一阶块中 Ka、

Kb和 Kt的对角阵 ,则有

ÛX = - Kb X + Ka Xi + Kt ÛXi (A - 7)

式 (1a)和 (1c)又可分别写为

Xi =L 1 X +L 2 R +L 3M (A - 8)

M = - L
- 1

9 (L 7 X +L 8 R ) (A - 9)

将式 (A - 8)和 (A - 9)代入 (A - 7)可得状态

方程式 (2)。
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E igenva lue sen sitiv ity index for voltage weak2node ba sed on GM R techn ique

ZONG Xiu2hong, ZHANG Yao, DONG Tai2fu
( Electric Power College, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China)

Abstract:　The system state matrix for small disturbance eigenvalue analysis can be formed quickly and simp ly using the general

multi2machine exp ression ( GMR) technique, and then the system eigenvalues and the eigenvalue sensitivities can be easily computed.

Based on the GMR technique, two eigenvalue sensitivity indexes, i. e. the reactive power sensitivity index and the adm ittance sensitivi2
ty index of eigenvalues, to determ ine the system voltage weak nodes are given in this paper, respectively. According to these sensitivity

indexes, the nodal voltages can be effectively controlled by choosing the voltage weak nodes. The p roposed sensitivity indexes are tested

on a 52node system. Results indicate that the reactive compensation at the voltage weak nodes chosen by the p roposed eigenvalue sensi2
tivity indexes is op timal.

Key words:　voltage stability;　reactive power compensation;　eigenvalue; 　sensitivity

93宗秀红 ,等　基于 GMR技术确定电压弱节点的特征根灵敏度指标


