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摘要 : 机组投入是现代电力系统编制发电计划的重要优化任务 ,具有显著的经济效益。从数学上讲 ,机组投

入问题是一个多约束的 NP难组合优化问题 ,很难得到理论上的最优解。提出运用内点 -分支定界法求解最

优机组投入问题。该方法将机组投入的离散变量松弛为 [ 0, 1 ]区间上的连续变量 ,结合有功出力 ,进行优化。

原始 -对偶内点法收敛迅速、对初值不敏感 ,用来求解松弛问题 ,分支定界法用来处理离散变量。通过对 2个

算例的计算及与其它算法结果的比较 ,验证了该算法能得到更好的全局最优解。
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0　引言

机组投入问题 UC (Unit Comm itment)也称机组

组合 ,是指根据负荷预测 ,在满足系统负荷、旋转备

用容量和启停时间等约束条件下 ,确定一个调度周

期内各时段机组的组合方式和各机组在运行时段的

出力 ,使得在该周期内的总发电成本最小 [ 1 ]。

好的机组组合方式能为发电公司节省上百万

元 ,因此现代电力系统在编制发电计划时 ,机组投入

问题成为其一个重要的优化任务。

从数学上讲 ,机组投入问题是一个高维数、离散

的、非线性的组合优化问题 ,到现在为止 ,还很难找

到理论上的全局最优解。但由于其显著的经济效

益 ,一直备受关注 ,许多方法被用于解决该问题 ,如

优先顺序法、拉格朗日松弛法、整数规划法、遗传算

法、蚁群算法、模拟退火算法、人工智能法等 [ 2 ]。

本文将 UC问题中机组状态变量松弛为 [ 0, 1 ]

上的连续变量 ,运用原始 -对偶内点算法求解一系

列的松弛问题 ,结合分支定界法处理机组投入的离

散变量。最后对 2个算例进行了仿真计算 ,并与其

他算法得到的结果进行比较 ,结果表明内点 -分支

定界法能进行全局寻优 ,得到更好的最优解。

1　数学模型

1. 1　目标函数

UC问题的目标函数为总的发电费用最小 ,通常

包括发电费用和启动费用。即

m in. F = 6
T

t =1
6
N

i =1
[U it Cit + U it (1 - U i, t - 1 ) S i ] (1)

式中 : N为机组总数 ; T为时段总数 ; U it为机组 i在

第 t时段的状态 ,值为 1表示处于运行状态 ,值为 0

表示处于停机状态 ; Cit为机组 i在第 t时段的发电

费用 ; S i为机组 i的启动费用。

1)发电费用

发电费用的表达式为

Cit = ai + bi Pit + ci P
2
it (2)

式中 : ai、bi、ci为机组 i发电费用函数参数 ; Pit为机

组 i在第 t时段的出力。

2)启动费用

启动费用的简化表达式为

S i =
Sh i∶Toff≤Xoff≤Toff + Hcsi

Sc i∶Xoff > Toff + Hcsi

(3)

式中 : Sh i为机组 i的热启动成本 ; Sc i为机组 i的冷启

动成本 ; Hcsi为机组 i的冷启动时间 ; Xoff为机组 i到

第 t时刻已连续停机的时间段。Toff为机组 i的最小

停机时间。

1. 2　约束条件

UC问题必须满足一些系统约束条件以及机组

自身的约束条件。本文忽略了线路网损。

1)系统功率平衡约束

6
N

i =1
U it Pit = D t　 ( t = 1, ⋯, T) (4)

2)系统旋转备用约束

6
N

i =1
U it Pimax ≥D t + R t　 ( t = 1, ⋯, T) (5)

3)最小启停时间约束

Xon≥Ton

Xoff≥Toff

(6)

4)机组出力约束

U it Pim in≤Pit≤U it Pimax (7)
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5)机组初始状态

在刚开始计算各机组起停时间时 ,考虑机组的

初始状态。
式中 : D t为机组在第 t时段的总负荷 ; Xon为机组 i到
第 t时刻已连续运行的时间段 ; Ton为机组 i的最小
运行时间 ; Pimax、Pim in分别为机组 i的最大和最小出
力 , R t为第 t时刻的系统总备用 ,取 D t的 10%。

2　内点 -分支定界法求解 UC问题

2. 1　原始 -对偶内点法

内点法是数学家 Karmarkar在 1984年提出的一
种具有多项式时间特性的线性规划算法。随后 , Gill

将内点法进一步推广到非线性规划领域。发展到现

在 ,原始 -对偶内点法 ( Primal - Dual Interior Point

Method)已经成为了研究的主流 ,并且形成了成熟的

现代内点理论。该法已经从理论上证明具有多项式

复杂性 ,收敛迅速 ,鲁棒性强 ,对初值的选择不敏感。

但是到目前为止 ,内点算法还无法准确处理离散变量

问题 [ 3 ]。
用原始 -对偶内点法求解非线性规划问题的步

骤如下 :

一般 NLP问题的模型为 :

m in. f ( x) (8)

s. t. 　h ( x) = 0
　　　 g

-
≤g ( x)≤�g

其中 : x∈R
( n)

, h ( x)≡[ h1 ( x) , ⋯, hm ( x) ]
T

,

g ( x)≡[ g1 ( x) , ⋯, gr ( x) ]
T。

首先 ,引入松弛变量 ( l, u) ∈R
( r)

,将不等式约
束转化为等式约束 :

g ( x) - l - g
-

= 0

g ( x) + u - �g = 0
　 ( l, u)≥0 (9)

定义一个拉格朗日函数 :

L ( x, l, u; z, w, �z, �w )≡f ( x) - z
T ( g ( x) - l -

　　 g
-

) - w
T ( g ( x) + u - �g) - �zT

l - �wT
u (10)

其次 ,推导出带扰动 KKT条件的方程 ,
Lx≡¨ f ( x) - ¨ h ( x) y - ¨ g ( x) ( z +w ) = 0

Ly≡h ( x) = 0

Lz = g ( x) - l - g
-

= 0

Lw = g ( x) + u - �g = 0

L
μ
l =L Ze -μe = 0

L
μ
u =UW e +μe = 0

( l,μ; z)≥0, w≤0, y≠0, e≡[ 1, ⋯, 1 ]
T∈R

( r)

(11)

最后 ,使用牛顿法即可解出式 (11)。

2. 2　分支定界法

UC问题含有离散变量 ,因此单纯的采用原始 -

对偶内点算法并不能解决机组投入问题 ,需要同求

解整数规划的算法结合使用。分支定界法是求解整

数规划问题的一种方法 ,能得到问题的最优解。

分支定界法是以“松弛 "、“分支”、“定界”、“剪

支”为基础的。从原松弛问题的最优解出发 ,通过

对离散变量进行逐层分支 ,逐步细分可行域 ,最终将

离散变量逼近到整数解 [ 4 ]。

2. 2. 1　分支

分支是通过引入线性松弛 ,将原问题的可行域

反复地分割使之成为越来越小的子问题可行解域。

通常采用变元二分法进行分支。例如某一离散变量

xr的值不是整数 ,则构造两个新约束 xr≤Ir和 xr≥Ir

+ 1 ( Ir为 xr整数部分 ) ,分别加入到原松弛问题中

形成两个新的子问题。

由于松弛的 UC问题中离散变量的值都在 [ 0,

1 ]区间上 ,因此在分支时 ,每个待分支变量 U r都只

是分解为 0≤U r≤0和 1≤U r≤1两种情况 ,即分别

取值为 0和 1。

2. 2. 2　剪枝

分支定界法是一种隐枚举法 ,因此随着分支的

进行 ,待分支的子问题的数目急剧增大 ,计算时间将

急剧增加。因此 ,能否较早的剪枝关系算法的计算

效率。一般遇到下列情况就需剪枝 :问题无可行解 ;

问题的最优解满足整数要求 ;子问题的最优值大于

等于当前上界。

在用分支定界法处理机组状态变量时 ,下列情

况也要剪枝。在计算待分支变量取值为 0的子问题

之前 ,先判断如果取值为 0,是否满足最小运行时间

约束和旋转备用约束。如果有一个约束不满足 ,则

该子问题不可行 ,被剪枝。

如果机组 i在 t - 1时段满足最小运行时间约

束 ,在 t时刻可以停机 ,还要判断如果机组 i在第 t

时刻停机 ,是否会导致在第 t′时刻 ( t′∈ [ t + 1, t +

Toff ] )系统的总发电量不满足功率平衡约束或旋转

备用约束 ,如果是 ,则从第 t时刻到第 t′时刻该机组

都不能停机。在分支时 ,如果待分支变量为机组 i

对应的状态变量 ,则取值为 0的子问题也不可行 ,被

剪枝。

本文按时段排列机组状态变量 ,从第一个时段

的第一个非整数变量开始分支。按时段分支 ,从快

到慢排列同层的待分支子问题 ,以尽早得到原问题
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的可行解 ,进行剪枝 ,提高计算速度。在处理大规模

问题时 ,对按时段分支慢的子问题直接进行剪枝 ,大

大减少了计算量 ,节省了计算时间。

2. 3　内点 -分支定界法求解 UC问题的步骤

1)初始化。置 k = 0, Kmax ,读入数据。

2)松弛原问题 ,把机组状态变量松弛为 [ 0, 1 ]

上的连续变量 ,利用原始 -对偶内点法求解松弛的

原问题。

3)判断原松弛问题是否可行。若无可行解 ,则

原问题不可行。若找到满足整数要求的最优解 ,则

为原问题的最优解。若机组状态变量不是整数 ,则

将该松弛问题加入到待分支数组 RP_中。并将原松

弛问题的目标值定为原问题的下界 ,原问题的上界

赋为任意大值 MAX。

W hile k < Kmax Do

4)判断待分支数组 RP_是否为空 ,否 ,继续 ;反

之 ,跳出循环 ,从整数可行解数组 IP_中 ,求得原问

题的最优解 ,停机。

5)计算 RP_中待分支子问题的总数。设置两个

数组 RP和 IP,分别存放分支后未达整数的松弛子

问题和已达整数解的松弛子问题。

6)进入子循环。在分支之前 ,首先判断该子问

题中待分支变量所在的时段是否和它对应的上层问

题在同一个时间段 ,是 ,则在计算最小起停时间和启

动费用时 ,仍取原值 ;否 ,则根据各机组在这一时段

和上一时段的状态计算相应的变量 ,即运行时间、停

机时间以及启动费用。

使用原始 -对偶内点法求解子问题。对不可行

子问题 ,将 RP、IP对应行置 0。对已得整数解的松

弛子问题将 RP对应行置 0, IP对应行存储整数可行

解信息。对不满足整数要求的松弛子问题加入到待

分支数组 RP中 ,对应的 IP行置 0。跳出子循环。

7)对 RP数组进行去 0行 ,即对不可行和已得

到整数可行解的子问题剪枝。

8)将 RP数组按时段分支快慢排列待分支子问

题。

9)对 IP数组去 0行 ,并按目标值由小到大排

列。

10)调整原问题的上下界 ,将此次分支的 RP中

目标值最小的赋予下界 ;将 IP中的目标值最小的赋

予上界 ,当 IP为空时 ,上界为 MAX。

11)用 RP、IP分别刷新 RP_、IP_。

k = k + 1;

END Do

3　算例分析

为了验证该算法的有效性 ,用 Matlab7. 0编写

了相应程序 ,计算机 CPU为 P4 2. 8 GHz。使用该程

序对 2个算例进行了分析和计算。

在用原始 -对偶内点法求解一系列的松弛子问

题时 ,机组状态变量初值都取 1,有功出力变量取其

上下限的平均值。

3. 1　3机 4个时段

发电机参数见表 1。机组启停时间约束为 1 h,

不考虑机组启动费用。各时段负荷以及对应的最优

投入计划列于表 2中。由该表可以看出 ,使用 IP -

BBM算法得到的结果与文献 [ 5 ]中的结果相同。
表 1　机组参数

Tab. 1　Unit data

机组 Pmax Pm in a b c

1 600 100 500 10 0. 002

2 400 100 300 8 0. 002 5

3 200 50 100 6 0. 005

表 2　3机 4时段的最优投入计划

Tab. 2　Unit comm itment schedule of 3 units for 4 hours

时段 负荷 /MW 机组 1 /MW 机组 2 /MW 机组 3 /MW

1 170 0 0 170

2 520 0 320 200

3 1 000 400 400 200

4 330 0 130 200

3. 2　10机 24个时段

发电机参数和各时段的负荷见文献 [ 5 ]。在计

算起停时间时 ,考虑各机组初始状态。为 8表示该

机组已连续运行了 8个小时 ,为 - 5表示该机组已

连续停运了 5个小时。设两个基本负荷机组。 IP -

BBM算法计算得到的机组发电费用为 559 940 ＄,

启动费用为 4 100 ＄。表 3列出了使用 IP - BBM算

法与其他几种方法得到的最终结果的比较。机组最

优投入计划见表 4。从表 2中可以看出 ,使用 IP -

BBM算法得到的最优解均优于由 LRGA
[ 5 ]、GA

[ 6 ]、

EP
[ 7 ]得到的最优解。

表 3　结果比较

Tab. 3　Comparison of the results

方法 IP - BBM LRGA GA EP

费用 /＄ 564 040 564 800 565 825 565 352

　　从以上结果可以看出 ,由于分支定界法是一种

确定性解法 ,能找到全局最优解。使用 IP - BBM算

法求解 UC问题时 ,是在所有的可行解中寻找最优

解 ,搜索的范围比较大。但因为所要计算的子问题

比较多 ,整个计算过程花费时间比较长。

02 继电器



表 4　10机 24时段的最优投入计划

Tab. 4　Unit comm itment schedule of 10 units for 24 hours

机组
时 段

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
4 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
5 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
6 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0
7 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4　总结

本文采用内点 -分支定界法求解最优机组投入

问题。将 UC问题中机组状态变量松弛为 [ 0, 1 ]上

的连续变量 ,结合有功出力 ,并行进行优化。利用原

始 -对偶内点法收敛迅速、对初值不敏感等优点求

解一系列松弛问题 ,使用分支定界法处理离散变量。

通过 2个算例验证了该算法能进行全局寻优 ,并且

与其它算法得到的结果进行比较 ,结果表明该算法

能得到更好的最优解。由此可见 ,内点 -分支定界

法不仅可以解决最优机组投入问题 ,而且对解决其

它组合优化问题也有一定的启发意义。
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In ter ior po in t m ethod and branch2and2bound m ethod for un it comm itm en t

ZHANG L i2hua, W E I Hua

( School of Electrical Engineering, Guangxi University, Nanning 530004, China)

Abstract:　Unit comm itment p roblem is an important op tim ization task in building generation p lanning of modern power system s, it
has p rom inent econom ic benefit. From the view of mathematics, it is a NP hard combinational op tim ization p roblem with constraints and
it is difficult to find the op timal solution in theory. This paper p resents an app lication of Primal2Dual Interior PointMethod ( PD IPM )
and B ranch2and2Bound Method (BBM ) for unit comm itment p roblem. This method op tim izes the relaxed zero2one variables and the ac2
tive power continuous variables simultaneously. Interior PointMethod, which convergences fast and is not sensitive to the initial point,
is adop ted to solve the relaxed p roblem s, B ranch2and2Bound Method is used to deal with the discrete variables. Compared with other
methods, numerical results on two cases demonstrate the algorithm can get better global op timal solution.
Key words:　unit comm itment;　generation p lan;　that p rimal2dual interior pointmethod;　branch2and2bound method
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