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摘要 : 为了减少传统全波傅里叶算法的计算量 ,人们总结出了递推离散傅里叶算法 ,但它对衰减直流分量的

滤除不明显。该文提出了一种新的递推算法 ,该算法基于三角函数和差公式以及线性方程组的求解 ,并且计

算量与原有递推傅里叶算法相近 ,理论上可以消除直流分量对各次谐波的影响。
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0　引言

大多数微机保护算法的计算就是对采样信号进

行频谱分析而获得其参数估算的过程 ,对算法性能

的评价也取决于其是否能在较短的数据窗中获得精

确的估计值。在各种算法中 ,傅里叶变换的数学体

系是如此之严密完整、物理意义是这样的明确 ,以至

于在小波变换备受推崇的今天 ,仍然是被广泛使用

进行信号频谱分析的重要工具。目前在微机继电保

护算法中 ,较常采用的是离散全波傅里叶变换。然

而 ,电力系统出现故障后电流信号中往往还包含衰

减直流分量 ,但是其对衰减直流分量的过滤效果并

不理想。为此人们进行了广泛的研究 ,并提出很多

算法。如文献 [ 1 ]是最小二乘滤波算法 ,但该算法

比较复杂 ,不是很适用于实际工程 ;而文献 [ 5 ]中提

出的是在全周期傅里叶算法的基础上 ,通过增加采

样数据的方法来滤除衰减直流分量 ,但这样就使整

个所需采样长度较大了 ,所以不利于微机保护的快

速性的要求 ,就更不适用运算速度相对较低的单片

机进行处理。

本文从计算量较少的递推傅里叶变换算法着

手 ,对原有算法进行了改进 ,通过实部虚部误差所特

有的数学关系 ,在两次采样后推导出递推关系 ,提出

的新算法理论上可完全滤除衰减直流分量 ,而且采

用的数据就是实际得到的采样数据不需要再进行特

别的处理。利用本文提出的新算法递推方法计算各

采样点处的误差 ,利用计算机运算可以求出较为精

确的基波及谐波分量 ,具有计算量小 ,精度高的优

点 ,很适合用于实时性要求较高的继电保护系统。

1　全波傅氏算法及误差分析

1. 1　全波傅氏算法

全波傅氏算法可以滤除恒定的直流分量和基波

整数次谐波分量。

假定被采样的信号具有如下形式 :

x ( t) = a + 6
P

k =1
Xm ( k) co s( kωt +φk ) (1)

式中 : a为直流分量 ; Xm ( k)、φk分别为 k次谐波的幅

值和初相角。

根据傅氏级数原理 ,可以得到各次谐波分量的

实部和虚部的时域表达式为 :

ak =
2
T∫

T

0
x ( t) cos kωtd t (2)

bk =
2
T∫

T

0
x ( t) sin kωtd t (3)

式中 : T为基频分量的周期 ;ω为基频分量的角频率
(ω = 2π / T)。

1. 2　全波傅氏算法的误差

在上面的算法中 ,都是以周期信号为基础的 ,当

输入信号中出现有衰减的直流分量时 ,应用全波傅

氏算法必将引起误差。

设输入信号为 :

x ( t) = X0 e- t /τ
+ 6

P

k =1

Xm ( k) cos ( kωt +φk ) (4)

ak =
2
T∫

t

0
x ( t) cos kωtd t =

2
T∫

T

0
X0 e

- t /τ
cos nωtd t +

　　 2
T∫

T

0 6
P

r =1
[Xm ( r) co s( rωt +φr ) ] co s kωtd t =

　　δa + Xm ( k) cosφk (5)

bk =
2
T∫

t

0
x ( t) sin kωtd t =

2
T∫

T

0
X0 e

- t /τ
sin kωtd t +

　　 2
T∫

T

0 6
P

r =1
[Xm ( r) co s( rωt +φr ) ] sin kωtd t =

　　δb + Xm ( k) sinφk (6)
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其中 :

δa =
2
T∫

T

0
X0 e- t /τcos kωtd t (7)

δb =
2
T∫

T

0
X0 e

- t /τ
sin kωtd t (8)

可以看出当输入信号中包含衰减直流分量时 ,

δa ≠ 0,δb ≠ 0,全波算法所得实部虚部均有误差。这

可以通过以下的数学推导 ,得到δa和δb之间的数学

关系。

因为 　∫
T

0
X0 e- t /τ sin kωtd t = -τ·X0 sin kωt·

e
- t /τ T

0 +τ·kω∫
T

0
X0 e

- t /τ
co s kωtd t = kωτ∫

T

0
X0 e

- t /τ·

cos kωtd t

故可得
δb = kωτδa (9)

2　傅氏递归算法

2. 1　传统的递归离散傅氏算法

在实际的微机交流器件中 ,当傅氏分析方法应

用于计算机进行处理时应采用离散化的形式 ,即离

散傅氏变换 (DFT)。

设信号 x ( t)每周期的采样点数为 N ,则采样间

隔将是ΔT = T /N ,而当前采样时刻 t0 = mΔT (m ≥

N ) ,则第 m次采样值为 :

　x [m ] = X0 e
- mΔT /τ

+ 6
P

k =1
Xm ( k) cos(

2π
N

km +φk ) =

Im d + Im a (10)

其中 : Im d = X0 e
- mΔT /τ 为衰减直流分量 , Im a =

6
P

k =1

Xm ( k) cos (
2π
N

km +φk )为交流分量。

由于交流分量在一个周期内积分应为零 ,故有

6
m

j =m +1 - N

Ija·ΔT = 0 (11)

那么在一个周期中对 x [m ]积分应有 :

6
m

j =m +1 - N

x [ j]·ΔT = 6
m

j =m +1 - N

Ijd·ΔT =

X0ΔT 6
m

j =m +1 - N

e- jΔT /τ (12)

由此可得衰减直流分量的初值为 :

X0 = 6
m

j =m +1 - N

x [ j] / ( 6
N

j =m +1 - N

e
- jΔT /τ) (13)

经过一个采样间隔后有 :

X0 e
-ΔT /τ

= 6
m +1

j =m +2 - N

x [ j] / ( 6
N

j =m +1 - N

e
- jΔT /τ) (14)

再由 (12)与 (13)相比得 :

e
-ΔT /τ

= 6
m +1

j =m +2 - N

x [ j] / 6
m

j =m +1 - N

x [ j] (15)

那么衰减直流分量的初值和时间常数就可通过

采样值得到。

而把式 (2)、(3)离散化后得到的 , DFT的公式

可表达为 :

ak (m ) =
2
T 6

N

i =1
x [ i + m - N ] cos[ k

2π
N

( i + m - N ) ]

(16)

bk (m ) =
2
T 6

N

i =1
x [ i + m - N ] sin [ k

2π
N

( i + m - N ) ]

(17)

式中 : x [ k ] = x ( t) t = kΔT , T =
2π
ω
。

据此还可以计算出 k次谐波的幅值和初相角

为 :

Xk (m ) = a
2
k (m ) + b

2
k (m ) (18)

φk = arc tan
bk (m )

ak (m )
(19)

在不含直流分量的情况下 ,由式 (5)、(6) 可得

到理想的实部和虚部 :

XRe (m ) = Xk (m ) cosφk (20)

X Im (m ) = Xk (m ) sinφk (21)

从式 (16)、(17)看出 ,使用 D FT算法的信号的

一个谐波分量 ,共需 2N次乘法和 (2N - 1)次加法 ,

这样每次进行抽样所需计算得数据量非常大 ,而且

随着 N的增长 ,计算量将显著增加。因此人们考虑了

很多方法去减少必要的工作量。

针对式 (16)、(17) 的 DFT我们可以采用递推

算法来达到目的。根据式 (16)、(17)我们可以看出 ,

第 m次采样与第 m + 1次采样的 DFT公式的差别只

在第 m次采样值和第 m - N次的采样值 ,而其他 N -

1项都相同。则据递推的思路可得到以下的公式 :

ak (m ) = ak (m - 1) +
2
N

[ x (m ) - x (m - N ) ]·

　　　　cos( 2π
N

km )

bk (m ) = bk (m - 1) +
2
N

[ x (m ) - x (m - N ) ]·

　　　　sin (2π
N

km )

(22)

那么 ,上式在计算 m + 1点时只需 2次乘法和 4

次加法 ,且与 N的选取无关 ,所以可以极大地减少
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DFT的运算量 ,因此可以进行广泛的应用。

2. 2　克服衰减直流分量的递推算法

前面已经进行了说明 ,传统的递推算法对于包

含衰减直流分量的信号计算将会有误差 ,对于在此

基础之上提出的递推算法也不例外 ,所以为了保证

此算法的精确度 ,必须消除δa、δb的影响 ,即必须求

出δa (m ) ,δb (m )。

首先 ,在前一时刻计算第 m - 1次采样值的全波

傅氏变换 (此时序列从 m - N到 m - 1) ,可得 :

ak (m - 1) = Ak (m - 1) +δa (m - 1)

bk (m - 1) = B k (m - 1) +δb (m - 1)
(23)

Ak (m - 1) , B k (m - 1)实际上就是理想的实虚

部。

Ak (m - 1) = 6
N

i =1

( 6
P

r =1

Xm ( r) cos[
2π
N

r( i + m -

　1 - N ) +φr ] ) cos[
2π
N

k ( i + m - 1 - N ) ]

B k (m - 1) = 6
N

i =1

( 6
P

r =1

Xm ( r) cos[
2π
N

r( i + m -

　1 - N ) +φr ] ) sin [
2π
N

k ( i + m - 1 - N ) ]

(24)

δa (m - 1) = 6
N

i =1

X0 e- ( i+m - 1 - N )Δt /τ·

　　　co s[
2π
N

k ( i + m - 1 - N ) ]

δb (m - 1) = 6
N

i =1

X0 e- ( i+m - 1 - N )Δt /τ·

　　　sin [
2π
N

k ( i + m - 1 - N ) ]

(25)

　　然后 ,再在第 m次采样时 ,用递推的方法求出

ak (m ) , bk (m )。此处 :

ak (m ) = Ak (m ) +δa (m )

bk (m ) = B k (m ) +δb (m )
(26)

其中

Ak (m ) = 6
N

i =1

( 6
P

r =1
Xm ( r) cos[

2π
N

r( i + m -

　　　N ) +φr ] ) cos[
2π
N

k ( i + m - N ) ]

B k (m ) = 6
N

i =1

( 6
P

r =1
Xm ( r) cos[

2π
N

r( i + m -

　　　N ) +φr ] ) sin [
2π
N

k ( i + m - N ) ]

(27)

　　由于对周期信号 I ( t)而言 ,有 6
N

i =1

I ( i) cos ( i) =

6
N

i =1
I ( i - 1) cos( i - 1) ,对于上面的公式进行应用 ,

则

可得实际上 Ak (m ) = Ak (m - 1) = Ak , B k (m ) =

B k (m - 1) = B k

而对于

δa (m ) = 6
N

i =1
X0 e

- ( i+m - N )Δt /τ
cos[

2π
N

k ( i + m -

N ) ] = e-Δt /τ6
N

i =1

X0 e- ( i+m - 1 - N )Δt /τ·

cos[
2π
N

k ( i + m - 1 - N ) +
2π
N

k ]

展开后可得 :

δa (m ) = e
-Δt /τ

[ kaδa (m - 1) - kbδb (m - 1) ]

δb (m ) = e-Δt /τ
[ kbδa (m - 1) + kaδb (m - 1) ]

ka = cos(2π
N

k) , kb = sin (2π
N

k) (28)

由式 (8)、(25) 及 (27) 消去中间变量 Ak , B k ,

e-Δt /τ后可得到 :

δa (m ) = { [ bk (m ) - bk (m - 1) ] [ ka + kbQ ] +

[ ak (m ) - ak (m - 1) ] [ kb - ka Q ]} / [ kb (1 + Q
2 ) ]

δb (m ) = Qδa (m )

(29)

其中 : Q = kωτ, ka = cos( 2π
N

k) ; kb = sin ( 2π
N

k)。

Ak = ak (m ) -δa (m )

B k = bk (m ) -δb (m )
(30)

ak (m )、bk (m )的算法见式 (22)。

而且从式 (30)也可看出 ,在计算 m - 1点时也

只需 6次乘法和 8次加法 ,且与 N的选取无关 ,而文

献 [ 4 ]中方法需要 10次乘法和 6次加法 ,文献 [ 5 ]

中方法需要 24次乘法和 6次加法 ,故本算法运算量

也很小。并且在实际运算时 ,文献 [ 4 ]和文献 [ 5 ]中

方法所需数据窗为 N + 2,本方法所需数据窗为 N +

1,与此两类常用方法相比具有更好的实时性。

3　仿真计算

设有如下的采样信号 :

　　x ( t) = 20e
- t /τ

+ 20 sin (ωt +φ) + 4 sin 2ωt +

10 sin 3ωt + 2 sin 4ωt + 6 sin 5ωt

取τ = 30 m s,ω = 100π,φ = 45°。对改进的

递推傅氏算法进行仿真计算 ,并与改进前的递推傅
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氏算法进行比较 ,结果如表 1所示 (N = 20,递归次

数为 5)。

可见 ,改进后的递归算法与原有的递归算法相

比较具有较好的过滤直流衰减分量的能力。此算法

在精度方面与其他的一些算法如文献 [ 2 ]和文献

[ 3 ]中的算法进行比较时在误差方面还稍显逊色 ,

但是由于它主要用于微机保护等实时性要求较高的

场合 ,因此在满足准确性要求的基础之上 ,计算量因

素更显重要。并且理论上 ,本方法思路也可应用于

半波傅里叶算法。
表 1　仿真计算结果

Tab. 1　Results of simulating calculation

算法

　　　　基波　　　　 　二次谐波　　三次谐波　

幅值 误差 /

( % )

初相角 /

(°)

误差 /

( % )

幅值 误差 /

( % )

幅值 误差 /

( % )

原有递归

傅氏算法
36. 187 80. 9 56. 95 26. 56 6. 274 56. 9 13. 604 36. 0

改进后的递

归傅氏算法
20. 899 4. 5 47. 35 5. 2 4. 275 6. 9 10. 047 4. 7

4　结束语

本文基于三角函数的和差公式以及线性方程组

的求解 ,提出了一种新的递推离散傅里叶变换算法。

它的计算量与传统递推算法接近 ,并且能够克服电

力系统中衰减直流分量对 DFT算法的影响。综合

考虑了计算量和精度方面的要求 ,结合实际应用的

场合及经济性的考虑 ,新的递推 DFT为很多计算量

大的算法应用于计算能力较低的系统创造了条件 ,

因而应具有更广泛的应用空间。
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A recursive d iscrete Four ier a lgor ithm for f ilter ing decay ing DC com ponen t

L I Chen, ZHANG Hang, ZHANG A i2m in, WANG J ian2cheng

(Xi′an J iaotong University, Xi′an 710049, China)

Abstract:　To reduce computational comp lexity of the conventional full2wave Fourier algorithm, the recursive discrete Fourier algo2
rithm is deduced, but it cannot comp letely filter decaying direct current component. For this reason, this paper p resents a novel recur2
sive algorithm. The novel algorithm is based on sum2and2difference formula of trigonometrical function and solution of linear equations,

and its computational work is nearly same as that of traditional recursive algorithm. W hat′s more, it can elim inate the influence of the

decaying direct current component on any harmonic component theoretically.
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