
基于分块雅可比矩阵的最小二乘状态估计算法

王珍意 , 周良松
(华中科技大学电气与电子工程学院 , 湖北 武汉 430074)

摘要 : 提出了一种基于分块雅可比矩阵的加权最小二乘状态估计算法。该方法将全部的注入功率量测、赋予

很大权值的虚拟量测和必要的支路量测来构造一组恰好可求解系统全部状态变量的量测集 ,将余下的支路

功率量测作为量测系统的冗余部分看待 ,并依此对量测雅可比矩阵进行分块 ,在此基础上推导出了该文算法

迭代的修正方程式。该文所提算法既具有很好的数值稳定性 ,又能够减少计算量。仿真试验表明该方法是快

速且数值稳定。
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0　引言

在缺乏量测量统计特性的条件下 ,以量测值与

量测估计值之差 (残差 )的平方和最小为目标准则

而建立起来的状态估计方法称为最小二乘估计法。

加权最小二乘估计算法则是为了提高估计精度 ,各

个量测量残差按其精度以不同的权重组成目标函

数 [ 1 ]。状态估计所采用的各种量测数据不仅包括

实时的遥测数据 ,还包括人为设置的伪量测量和系

统联络点处的虚拟量测量 ,它们在目标函数中的权

重往往非常悬殊 ,再加之系统的一些其他固有病态

特性 ,导致加权最小二乘状态估计出现数值病态问

题。

正则方程 (NE - Normal Equations)法 [ 2 ]
,给虚

拟量测赋予很大的权值将导致其系数矩阵条件数的

急剧增大 ,方程出现病态。直接采用 Gauss消去或

者 Cholesky分解时 ,数值稳定性很差 ,收敛很慢甚至

不收敛。正交变换法 [ 3, 4 ]
,能有效地减轻数值病态

问题 ,数值稳定性好。但是这种方法需要存储正交

变换矩阵 ,计算量大 ,而且无法实现有功、无功的解

耦计算 ,严重影响它的实时应用。混合法 [ 5 ]
,不需

要存储正交变换矩阵 ,但其数值稳定性比正交变换

法要差一些。带约束的正规方程法 (NE /C法 ) [ 2 ] ,

将虚拟量测作为等式约束予以考虑 ,同时引进拉格

朗日乘子λ将有约束的极值问题转化为无约束的

极值问题 ,避免了赋予虚拟量测很大权值所导致的

病态问题。系数矩阵虽然对称 ,但不是正定矩阵 ,其

求解的数值稳定性难以被保证。Hachtel法 [ 6 ] ,同样

将虚拟量测作为等式约束予以考虑 ,同时将残差向

量也设定为未知量 ,从而使得 NE /C中的线性方程

组增广为 Hachtel方程。Hachtel法巧妙地避免了

NE /C方法中 Jacobian矩阵 H叉乘 ,但大大增加了

矩阵的阶数 ,而且系数矩阵仍为非正定矩阵 ,因此矩

阵分解过程中仍要考虑选主元 ,整个求解需谨慎进

行。

本文提出一种基于分块雅可比矩阵的加权最小

二乘估计算法。该方法将全部的注入功率量测、虚

拟量测和必要的支路量测来构建一组恰好可求解系

统全部状态变量的量测集 ,将余下的支路功率量测

作为量测系统的冗余部分看待 ,并依此对量测雅可

比矩阵进行分块。分块以后的雅可比矩阵第一部分

为对角主元占优的方阵 ,雅可比矩阵的第二部分不

包含易引起数值病态的注入量测。这样既消除了雅

可比矩阵叉乘造成的信息损失 ,减轻了雅可比矩阵

叉乘的计算量 ,又提高了求解过程的数值稳定性。

1　改进的加权最小二乘估计算法

按加权最小二乘准则建立起来的状态变量迭代

修正方程式为 [ 7 ]
:

H
T
W HΔx = H

T
W [ z - h ( x) ] (1)

式中 : z为 m维量测向量 ; h (·)为 m维量测函数向

量 ; x为 n维状态变量 ; v为 m维量测偏差量 ; H =

9h /9x为 (m ×n)阶量测雅可比矩阵 ;系数矩阵 G =

H
T
W H是 n阶矩阵 ; Δx是状态变量的修正量 ;矩阵

W是量测权重对角阵 ,其对角元分别取相应量测方

差的倒数。记 m为量测量数量 , n为状态变量数量。

如果记 �H =W
1 /2

H ,Δ�z =W
1 /2

[ z - h ( x) ] ,则式
(1)可写成如下形式 :

�H T �HΔx = �H TΔ�z (2)

为方便起见下文约定用 �H代替 H ,Δz代替Δ�z。
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并引进中间变量 V,方程 (2)等价于如下方程组 :

V + HΔx =Δz　H
T
V = 0 (3)

当系统可观测时 ,矩阵 H列满秩 ,对矩阵 H交

换行位置并分块。同时将向量 V和Δz也进行相应

分块 ,分块形式如下 :

H =
H1

H2

　V =
V1

V2

　Δz =
Δz1

Δz2

(4)

在式 (4)中矩阵 H1是 n阶非奇异方阵 , V1、Δz1

是 n维列矢量 , H2是 (m - n) ×n阶矩阵 , V2、Δz2为
(m - n)维列矢量。于是方程组 (3)可记为 :

0 H
T
1 H

T
2

H 1 I 0

H 2 0 I

Δx

V1

V2

=

0

Δz1

Δz2

(5)

对方程组 ( 5 )进行初等变换 ,使其系数矩阵具

有上三角分块矩阵形式 ,可得 :

H1 I 0

0 H
T
1 H

T
2

0 0 GV

Δx

V1

V2

=

　　　Δz1

　　　0

Δz2 - H 2 H
- 1

1 Δz1

(6)

在式 ( 6)中 , GV = I + H2 ( H
T
1 H 1 ) - 1

H
T
2。消去中

间变量 V1、V2后得到 :

Δx = H
- 1

1 Δz1 + (H
T
1 H1 ) - 1

H
T
2 [ I + H2 (H

T
1 H1 ) - 1·

H
T
2 ] - 1 (Δz2 - H2 H

- 1
1 Δz1 ) (7)

记上式右边第一项为Δx1 ,右边第二项为Δx2 ,

则有Δx =Δx1 +Δx2。

再记矩阵 K = (H
T
1 H1 ) - 1

H
T
2 [ I + H2 (H

T
1 H1 ) - 1·

H
T
2 ]

- 1
,则Δx2 = K (Δz2 - H2Δx1 )。

根据以上的讨论 ,方程组 ( 5 )的解可以通过依

次求解如下方程得到 :

H 1Δx1 =Δz1 (8)

[ H 2 (H
T
1 H 1 ) - 1

H
T
2 + I ]V2 =Δz2 - H 2Δx1 (9)

(H
T
1 H 1 ) - 1Δx2 = H

T
2 V2 (10)

设已求得方程 ( 8 )的解为 Δx1 =Δx̂1 ,则方程
(8)等价于方程 :

IΔx1 =Δx̂1 (11)

从而方程 (8)可用方程 ( 11 )来替代 ,则在求解

方程 (9)、(10)计算过程中 ,完全可用矩阵 I来代替

矩阵 H 1。

2　算法实现

2. 1　本文算法迭代公式

以 l表示迭代次数 ,则本文算法迭代修正方程

式为 :

H 1Δx
( l)

1 =Δz
( l)

1 (12)

(H 2 H
T
2 + I) V

( l)

2 =Δz
( l)

2 - H2Δx
( l)

1 (13)

Δx
( l)

2 = H
T
2 V

( l)

2 (14)

Δx
( l + 1)

= x
( l)

+Δx
( l)

1 +Δx
( l)

2 (15)

其中 :Δz
( l)

1 = z1 - h1 ( x
( l) ) ,Δz

( l)

2 = z2 - h2 ( x
( l) )。在

每一步的迭代过程中 ,采用高斯消元法求解方程组
(12)得到Δx

( l)

1 ,采用改进的平方根分解法求解方程

(13)得到 V
( l)

2 ,然后可得第 l步状态变量修正值及

估计值。

2. 2　可观测性分析

各注入量测因处于不同的母线上 ,显然都是线

性无关的。如果全部的注入量测和虚拟量测不足以

保证系统可观测 ,再加上与该节点相关联的支路功

率量测。这样即可保证方阵 H 1满秩 ,方程 ( 12 )有

解。

3　算法分析

3. 1　数值稳定性分析

在快速解耦算法中 ,选择全部的注入量测和虚

拟量测来形成量测雅可比子矩阵 H 1 ,并且它们在

H1矩阵中按经节点次序优化后的内节点号
[ 7 ]次序

排列 ,既避免了消元过程中的选主元过程 ,又确保了

对角主元优势 ,保证了求解过程的数值稳定性 [ 8 ]。

雅可比矩阵 H1无需叉乘 ,因而可巧妙地抑制因赋

予虚拟量测很大权值所带来的数值病态问题。

方程 ( 13 )的系数矩阵 ( H 2 H
T
2 + I)显然是对称

正定矩阵。形成矩阵 H 2的量测全部为支路功率量

测 ,各支路测量的权值一般不会相差很大 ,矩阵

H2 H
T
2的条件数也不会很大。因此可对方程 (13)的

系数矩阵 (H2 H
T
2 + I)进行稳定的 LDU分解 ,形成迭

代因子表。

3. 2　计算量分析

NE法需要 (m ×n)阶量测雅可比矩阵叉乘 ,本文

所提算法在形成方程 ( 13 )系数矩阵时只需要 (m -

n) ×n阶量测雅可比矩阵叉乘 ,大量减少了雅可比矩

阵叉乘所带来的计算量。但是当系统冗余度太大
(例如 m / n > 3 )时 ,将会增加形成、求解 (m - n)阶

方程 (13)的计算量。因而本文所提的算法 ,当系统

量测冗余度约小于 3的时候具有较好的适用性。

4　算例分析

为验证新算法的性能 ,在 IEEE4系统 [ 7 ]上进行

了测试 ,假定节点 2为联络节点 ,该处存在虚拟量
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测。测量数据是在测试系统潮流计算结果的基础上

叠加 2%的误差得到的 ,将潮流计算的结果作为真

值 ,状态估计结果与潮流计算结果之差的绝对值为

估计误差 ,虚拟量测所赋予的权值是普通遥测量权

值的 104倍 ,并假定没有坏数据。用状态变量的平

均绝对估计误差和量测最大估计误差来衡量算法的

数值性能 ,用 NE算法作为本文算法的比较基础 ,测

试比较结果如表 1所示。
表 1　测试结果及其比较

Tab. 1　Comparison of test results

平均
迭代
次数

平均
计算
时间

电压平
均估计
误差

相角平
均估计
误差

量测最
大估计
误差

系数矩阵条件数

NE算法 4 10 m s 0. 010 kV 0. 010° 3. 02 Cond (G) = 6. 8 ×1011

本文算法 4 8 m s 0. 007 kV 0. 005° 1. 72
Cond (H2) = 1. 2 ×105

Cond (GV ) = 2. 0 ×102

　　表 1中 Cond ( )表示迭代修正方程系数矩阵的

条件数 ,条件数直接刻划了方程组的病态程度 [ 8 ]。

条件数越大 ,表明其数值稳定性越差。在状态估计

算法的实现过程当中 ,数值稳定性和计算量永远是

一对矛盾 ,但保证算法的数值稳定性比计算速度要

重要得多。测试结果表明 :本文所提出的基于分块

雅可比矩阵的最小二乘法 ,能提高求解过程的数值

稳定性 ,同时在一般的量测冗余度条件下 ,能够减少

计算量。

5　结论

本文提出了一种基于分块雅可比矩阵的状态估

计算法。该方法将全部的注入功率量测和必要的支

路量测并以适当的次序来构造对角主元占优的雅可

比矩阵 H 1 ,用它可稳定地直接求解状态变量的修正

值Δx
( l)

1 ;余下的支路功率量测形成雅可比矩阵 H 2 ,

在该矩阵中不再包含权值悬殊的注入量测 ,各支路量

测的权值一般也不会相差太大 ,因而矩阵 (H2 H
T
2 + I)

的条件数正常 ,保证了求解的数值稳定性。当考虑

大权值的虚拟量测时 ,将它们用来构建矩阵 H1 ,该

矩阵无需差乘 ,在很大程度上巧妙地抑制了因赋予

虚拟量测很大权值所带来的数值病态问题。同时 ,

当量测配置冗余度约小于 3的时候 ,能够减少计算

量。仿真试验结果表明本文所提方法是有效的。

参考文献 :

[ 1 ]　诸俊伟.电力系统分析 [M ].南京 :东南大学出版社 ,

1994.

ZHU Jun2wei. Power System Analysis [ M ]. Nanjing:

Dongnan University Press, 1994.

[ 2 ]　Holten L, Gjelsvik A, Aam S, et al. Comparison of D if2
ferent Methods for State Estimation [ J ]. IEEE Trans on

Power System s, 1988, 3 (4) : 179821806.

[ 3 ]　Costa A S, Quintana V H. An O rthogonal Row Processing

A lgorithm for Power System Sequential State Estimation

[ J ]. IEEE Trans on PAS, 1981, 100 (8) : 379123800.

[ 4 ]　祝滨 , 魏立明 , 刘耀年 ,等.地区电力系统状态估计研

究与应用 [ J ]. 电力系统及其自动化学报 , 2001, 13

(5) : 29231.

ZHU B in, W E I L i2m ing, L IU Yao2nian, et al. Research

and App lication of State Estimation on Electrical D istribu2
tion System [ J ]. Proceeding of the EPSA, 2001, 13 ( 5) :

29231.

[ 5 ]　Monticelli A, Murari C A F, W u F F. A Hybrid State Es2
timator: Solving Normal Equations by O rthogonal Transfor2
mations[ J ]. IEEE Trans on PAS, 1985, 104 (12) : 34602
3468.

[ 6 ]　Gjelsvik A, Aam S, Holten L. Hachtel′s AugmentMatrix

Method———a Rap id Method Imp roving Numerical Stabili2
ty in Power System Static Estimation [ J ]. IEEE Trans on

PAS, 1985, 104 (11) : 298722994.

[ 7 ]　于尔铿.电力系统状态估计 [M ].北京 :水利电力出版

社 , 1985.

YU Er2keng. Power System State Estimation [M ]. Bei2
jing: Hydraulic and Electric Power Press, 1985.

[ 8 ]　李红. 数值分析 [M ]. 武汉 :华中科技大学出版社 ,

2002.

L I Hong. Numerical Analysis[M ]. W uhan: Huazhong U2
niversity of Science and Technology Press, 2002.

收稿日期 :　2004212213;　　修回日期 : 　2005203209

作者简介 :　

王珍意 (1980 - ) ,男 ,硕士研究生 ,从事电力系统状态

估计的研究工作 ; E2mail: adm inhust@163. com

周良松 (1967 - ) ,男 ,博士 ,副教授 ,从事电力系统安全

稳定控制的研究开发和教学工作。

A we ighted lea st squares m ethod for sta te estima tion ba sed on block Jacob ian ma tr ix

WANG Zhen2yi, ZHOU L iang2song

(College of Electrical and Electronic Engineering, Huazhong University of Science and Technology, W uhan 430074, China )

(下转第 44页　continued on page 44)

23 继电器



[ 2 ]　Kruglinski D J,等. Programm ing V isual C ++ 6. 0技术内

幕 (第五版 ) [M ].北京 :北京希望电子出版社 , 1999.

Kruglinski D J, et al. Technique Core of Programm ing

V Isual C ++ 6. 0, Fifth Edition [M ]. Hope Book Editing

Studio, Trans. Beijing: Publishing House of Hope Elec2
tronics, 1999.

[ 3 ]　孙鸣 ,单永梅.补偿法在继电保护整定计算中的应用

[ J ].电网技术 , 2003, 27 (7) : 28231.

SUN M ing, SHAN Yong2mei. App lication of Compensa2
tion A lgorithm in Setting Software for L ine Protection[ J ].

Power System Technology, 2003, 27 (7) : 28231.

[ 4 ]　高艳萍.补偿法在零序保护整定计算程序中的应用

[ J ].电力自动化设备 , 1997, 17 (2) : 28231.

GAO Yan2p ing. App lication of Compensation Method in

the Program for Zero2sequence Relay Setting[ J ]. Electric

Power Automation Equipment, 1997, 17 (2) : 28231.

[ 5 ]　王春 ,柳焕章.一种用于线路开断修改节点阻抗矩阵

的简便方法 [ J ].继电器 , 1997, 25 (4) : 12216.

WANG Chun, L IU Huan2zhang. A Convenient Method for

Modifying Node Impedance Matrix after a L ine Being D is2
connected[ J ]. Relay, 1997, 25 (4) : 12216.

[ 6 ]　曹国臣 ,宋家骅.网络分析中计算节点合并与分割的

补偿法 [ J ].中国电机工程学报 , 1996, 16 (3) : 1712175.

CAO Guo2chen, SONG J ia2hua. The Compensation Meth2
od forManipulating Node Combinations and Separations in

Network Analysis[ J ]. Proceedings of the CSEE, 1996, 16

(3) : 1712175.

[ 7 ]　柳焕章 ,王春 ,陈允平.用于线路开断修改节点阻抗矩

阵的新算法 [ J ]. 武汉水利电力大学学报 , 1997, 30

(1) : 57259.

L IU Huan2zhang, WANG Chun, CHEN Yun2p ing. New

A lgorithm for Modifying Node Impedance Matrix after a

L ine Being D isconnected[ J ]. Journal ofW uhan University

of Hydraulic and Electric Engineering, 1997, 30 (1) : 572
59.

[ 8 ]　宛力 ,谷水清.输电线路模拟开断的一种算法 [ J ].东

北电力技术 , 2000, 12 (1) : 17219.

WAN L i, GU Shui2qing. A Method for Analogous B reak2
ing of Transm ission L ines[ J ]. North East Electric Power,

2000, 12 (1) : 17219.

[ 9 ]　王士和 .长输电线开断过程的分析 [ J ].电气开关 ,

2001, 2 (1) : 12216.

WANG Shi2he. A Process Analysis for B reaking of Long

Transm ission L ines[ J ]. Switchgear, 2001, 2 (1) : 12216.

[ 10 ]　王涛 ,王春生.计算机专家系统在电网补偿度整定计

算中的应用 [ J ].锦州师范学院学报 (自然科学版 ) ,

2003, 24 (3) : 30232.

WANG Tao, WANG Chun2sheng. The App lication of

Computer Expert System in Power System Compensation

[ J ]. Journal of J inzhou Normal University, Natrual Sci2
ence, 2003, 24 (3) : 30232.

收稿日期 :　2004211210;　　修回日期 : 　2005201208

作者简介 :　

尹　亮 (1979 - ) ,男 ,硕士研究生 ,研究方向为电力系

统继电保护安全与监控 ; E2mail: epyinliang@163. com

蔡泽祥 (1960 - ) ,男 ,教授 ,博士生导师 ,主要从事电力

系统继电保护、电力系统稳定与控制的教学和研究工作。

Break ana lysis of power network graph ics ba sed on com pen sa tion a lgor ithm

YIN L iang, CA I Ze2xiang

( Electric Power College, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China)

Abstract:　 In setting calculation and setting up the running mode, the break analysis of power network is very important. Through the
partial topology analysis of power network graphics, using the back compensation mode on partial branches only are needed to modify.
U sing this method the efficiency of setting is advanced. According to this p rincip le, various break pattern of power network in setting
p rogram is studied.
Key words:　back compensation; 　break calculation;　injecting current;　accessional adm ittance;　power network graphic topolo2
gy; 　zero2sequence mutual inductance

(上接第 32页　continued from page 32)

Abstract:　This paper p resents a weighted least squares method for state estimation based on block Jacobian matrix. In the p roposed
method, whole injection measurements, highly weighted virtual measurements and a few essential flow measurementsmake up measures
which can be used for resolving all state variables of a power system, while other flow measurements are considered redundant to resolve
state variables. In the following, the Jacobian matrix is divided into two blocks and the iterative formula is introduced. The experiment
p roves that the p roposed algorithm can reduce calculation in normal redundant level of measure configure and has good numerical stabil2
ity.
Key words:　power system; 　state estimation; 　numerical stability; 　block Jacobian matrix
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