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摘要 : 采用 Hopf分岔理论研究电力系统的稳定运行问题 ,能够比较全面地考虑非线性系统的非线性状态 ,深

入揭示系统失稳的机理。然而以往方法在计算 Hopf分岔点时 ,每改变一次参数都要计算一次系统 Jacobian矩

阵的特征值并判断特征根实部是否为零 ,导致计算量较大。通过引入 Hopf分岔的劳斯判据 ,可直接求得非线

性系统的 Hopf分岔点以及系统振荡的频率 ,克服了以往方法因计算系统 Jacobian矩阵的计算量大的缺点。简

单电力系统的算例分析证明了所提方法的有效性。
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0　引言

Hopf分岔是非线性系统众多分岔中的一种 ,

Hopf分岔的出现将引起系统的周期振荡 ,使得描述

系统的微分方程出现周期解 ,故而求取 Hopf 分岔点

并由此采取有效措施使得系统运行点远离分岔点对

于系统的安全稳定运行有重要意义。

求取系统分岔点的方法众多 ,文献[1 ,2 ]通过变

换 Jacobian矩阵 A (μ) ,将特征根穿越虚轴化为穿越

单位圆的问题来求取系统的 Hopf 分岔点 ;文献 [ 3 ]

采用延拓算法来计算系统的分岔点 ;文献[4 ]用 Hur2
witz行列式研究 Hopf分岔问题 ,建立了 Hopf 分岔的

代数方法等。但以往方法在计算 Hopf 分岔点时 ,每

改变一次系统控制参数 ,都要计算系统的 Jacobian

矩阵的特征根并判断特征根实部是否为零 ,为了不

至于漏掉系统分岔点 ,在进行搜索计算时 ,控制参数

的步长不能取的太大 ,这样就导致了循环次数的增

加 ,计算量的增大。

本文依据控制理论中的劳斯判据 ,给出了在控

制参数变化时非线性系统状态发生改变的临界条件

以及系统振荡的频率 ,克服了以往方法在计算 Hopf

分岔点时 ,每改变一次参数都要计算一次系统 Jaco2
bian矩阵的特征根并判断特征根实部是否为零的计

算量大的缺点 ,提出了一种求取分岔点的快速方法。

最后采用了本文所提算法对一简单电力系统算例进

行分析 ,算例表明该方法能够快速有效地得到系统

的 Hopf分岔点 ,并且所得数值满足所需精度要求。
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同时采用传统方法和仿真进行验证 ,所得结果与本

方法的基本一致 ,证明了本方法的有效性。

1　Hopf分岔的劳斯判据

考虑一个一般的非线性系统 :

Ûx = f ( x ,μ) , x∈Rn ,μ∈Rm (1)

其中 : x为系统的状态变量 ,μ为控制参数。

系统(1)的孤立平衡点为 x = x0 (μ) ,即 f ( x0 (μ) ,

μ) = 0。经过适当变换 ,总可以将系统 (1)的平衡点

x = x0 (μ)变换到坐标原点。不失一般性 ,以下假设

平衡点为坐标原点 ,设 f ( x ,μ)在原点的邻域内关

于 x和μ解析 ,且当μ属于包含零在内的某一区间

时 , f ( x ,μ) ≡0。式 (1)在平衡点 x = 0 的 Jacobian

矩阵为 :

A (μ) = Dxf (0 ,μ) (2)

经典 Hopf分岔理论的主要内容如下[5 ] :

( Ⅰ) A (μ0) = Dxf (0 ,μ0)的特征根中有且仅有

一对共轭复根
λ=α(μ0) ±ω(μ0) j (3)

其中 :

ω(μ0) =ω0 > 0 ;α(μ0) = 0 ; α′(μ0) ≠0。
(Ⅱ) A (μ0) = Dx f (0 ,μ0)的其余 n - 2个特征

根具有负实部。则式 (1)在参数μ=μ0处发生 Hopf

分岔 ,即在μ=μ0附近存在周期运动解。

Hopf分岔的劳斯判据由 3个相互关联的定理组

成。则 Jacobian矩阵可以表示为

A (μ) = Dx f (0 ,μ) (4)

将其特征方程 det (λI - A) = 0展开 ,得
λn + a1 (μ)λn - 1 + ⋯⋯+ an - 1 (μ)λ+ an (μ) = 0

(5)
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表 1　非线性系统的 Jacobian矩阵的劳斯表

Tab. 1　The Louts table for Jacobian matrix of nonlinear system

λ c

λn c1 ,1 = 1 c1 ,2 = a2 c1 ,3 = a4 ⋯

λn - 1 c2 ,1 = a1 c2 ,2 = a3 c2 ,3 = a5 ⋯

λn - 2 c3 ,1 = ( a1 3 a2 - a3) / a1 c3 ,2 = ( a1 3 a4 - a5) / a1 ⋯

… … … … …

λ1 cn - 1 ,1 cn - 1 ,2 ⋯

λ0 cn ,1

其中 : a (μ)为方程 (5)的系数 ,由方程 (5)得到的劳

斯表中的系数记为 c (μ) ,以下 a (μ) 、c (μ)简记为

a、c ,则上述方程的劳斯表见表 1。

定理一　实系数代数方程 (5)有一对纯虚根 ,且

其余 n - 2个根均具有负实部的充分必要条件是 :

ai > 0 　　( i = 1 ,2 , ⋯, n) (6)

cn - 1 ,1 - 0 , 　cn - 2 ,2 > 0 , 　ci ,1 > 0

　　　　　 ( i = 1 ,2 , ⋯, n - 2) (7)

定理二　对于实系数方程 (5) ,如果 an (μ) >

0 ,且存在μ =μc ,使式 (5)的所有特征根具有负实

部 ,则式 (5)在μ=μ0 处存在一对纯虚根 ±jω0 ,且

其他特征根均具有负实部的充分条件是 :

cn - 3 ,1 (μ0) > 0 (8)

其中μ0为满足方程 cn - 1 ,1 (μ) = 0并且与μc 的距

离 μ - μc 为最小的解 ,即

μ0 = min{ μ- μc ∶cn - 1 ,1 (μ) = 0} (9)

定理三[6 ] 　如果式 (1)的 Jacobian矩阵的特征

多项式方程 (5)在μ=μc 时其特征根具有负实部 ,

且劳斯表满足以下条件 :

cn - 3 ,1 (μ0) > 0 (10)

其中 :μ0 = min{ μ- μc ∶cn - 1 ,1 (μ) = 0} ,则式 (5)

在μ=μ0 处有一对纯虚根 ±jω0 ,其余特征根均有

负实部。设 U、V 分别为对应特征根 jω0 和 - jω0

的特征向量 ,且 UT V = 1 ,而

Re ( UT(μ) A (μ) V (μ) )′μ=μ
0
≠0

则系统 (1)在μ=μc 处发生 Hopf 分岔 ,即在参

数μ=μc处存在周期运动 ,频率为ω0。

定理三实际给出了 Hopf 分岔点的一种寻找方

法。如果从方程 cn - 1 ,1 = 0中精确解出μ0 ,则由定

理一 ,从劳斯表中可求出纯虚根 ±jω0 ,从而可根据

定理三直接判断是否存在 Hopf分岔。

图 1　算例系统

Fig. 1　Example system

2　应用劳斯判据求取电力系统中的 Hopf 分
岔点

　　电力系统可用 n 阶微分方程来表示 ,如式 (1)

所示 ,则式 (1)中的状态变量 x可取为 :发电机功角
δ,转速ω,发电机内电势 dq轴分量 E′d , E′q ,负荷
节点电压 VL和相角δL 等 ,控制参数μ可取为 :发
电机阻尼系数 D ,励磁器放大倍数 Ke ,负荷有功功

率 P和无功功率 Q等。

根据式 (4)可得出 n阶电力系统的特征矩阵 :

A (μ) = Dx , f (0 ,μ) =

a11 a12 ⋯ a1 n

a21 a22 ⋯ a2 n

… … … …

an1 an2 ⋯ ann

aij ( i , j = 1 ,2 , ⋯, n)为描述电力系统的动态特

性函数 f ( x ,μ)在平衡点处对状态变量 x偏微分的

取值。

由线性代数理论可知 ,特征矩阵 A对应唯一的

特征方程 f (λ) :

f (λ) = ( - 1) nλn + ( - 1) n - 1 6
n- 1

i =1

aii ·λ
n - 1 +

( -

1) n - 2 6
n- 1

i =1
aii·6

n

j = i +1
ajj - 6

n- 1

i =1
6

n

j = i +1
aij·aji ·

λn - 2⋯+ del ( A ( u) ) = 0 (11)

由式 (11)中λ的系数可得如表 1所示的劳斯表

中的元素 ,进而根据劳斯判据中的定理三可计算出

系统的 Hopf分岔点。

3　算例分析

为叙述方便 ,本文分析如图 1所示的经典单机
- 无穷大简单电力系统。假定发电机装有按机端电

压偏差调节的快速比例式自动电压调节器 ,那么可

用如下微分代数方程来描述系统 :

Ûδ=ω0 (ω- 1)

Ûω=
1
Tj

( Pm - D (ω- 1) - PE′
q
)
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E
·
′q =

1
T′d0

( Efd - E′q - ( xd - x′d) Id)

Efd = uG0 - Ke ( uG - uG0)

uG = ( Uccosδ+ Id xe) 2 + ( Iq xd) 2

Id =
Eq′- Uccosδ

x′d + xe

Iq =
Ucsinδ

xq 6

其中 :

PE′
q

= E′q Ucsinδ/ x′d 6 + U2
c ( x′d 6 - xd 6 )·

sin 2δ/ 2 xd 6 x′d 6

参数取值如下 :

xd = 0. 982 , xd 6 = xq 6 = 1. 486 , x′d = 0. 344 , x′d 6

= 0. 848 , xe = 0. 504 , Uc = 1 , E′q0 = 1. 972 , T′d0 = 5 ,δ0 =

49°, Tj = 10 , Ke = 10。消去代数变量 Efd、uG、Id、Iq ,保

留状态变量 ,移平衡点到原点 ,可得式 (2)中的 A 阵

为 :

A =

0 ω0 0

- K1/ Tj - D/ Tj - K2/ Tj

-
1

T′d0
( K4 + K5 Ke) 0 -

1
T′d0

( 1
K3

+ K6 Ke)

以上各参数意义均见文献 [7 ]。由式 (11)可得特征

方程为 :

λ3 + λ2 1
T′d0

1
K3

+ K6 Ke +
D
Tj

+ λ
K1ω0

Tj
+

ω0

TjT′d0

K1

K3
+ K1 K6 Ke - K2 K4 - K2 K5 Ke = 0

因而可得劳斯表 ,如表 2所示。

表 2　算例系统的劳斯表

Tab. 2　The Louts table for example system

λ c

λ3 c1 ,1 = 1　　c1 ,2 =ω0 K1/ Tj

λ2 c2 ,1 =
1

T′d0

1
K3

+ K6 Ke +
D
TJ
　　　　　　　　　c2 ,2 =

ω0

TjT′d0

K1

K3
+ K6 Ke - K2 K4 - K2 K5 Ke

λ1 c3 ,1 =
ω0 K3 ( T′d0 K1 D + TjK2 K4 + TjK2 K5 Ke)

T2
j + T2

j K3 K6 Ke + TjDT′d0 K3
　　　　　　　　0

λ0 c4 ,1 =
ω0

TjT′d0

K1

K3
+ K6 Ke - K2 K4 - K2 K5 Ke

　　由劳斯表可以看出 , c1 ,1 > 0 , c1 ,2 > 0 , c2 ,1 > 0 ,

c2 ,2 > 0 ,系统若出现 Hopf 分岔 ,只能 c3 ,1 = 0。取 D

为控制参数 ,则可得 D = D0 = 0. 664 041 5时 ,根据

文献 [ 4 ] ,振荡频率为ω0 =
C2 ,2

c2 ,1
= 6 . 029 958 ,且

±jω0对应的特征向量 UV 满足定理三的条件 ,故

系统发生 Hopf分岔。

4　特征根分析及仿真验证

4. 1　特征根分析

采取传统的 Hopf分岔点求取方法 ,逐步增大控

制参数 D ,发现当 D = D0 = 0. 664 041 5时 ,系统特

征根分别为 :λ1 ,2 = ±j6. 037 4 ,λ3 = - 1. 495 0 ,即出

现实部为零的共轭复根 ,系统发生 Hopf 分岔 ,这与

本文所提方法所得结果一致。

4. 2　仿真验证

由控制理论知 ,若图 1所示系统稳定运行 ,则必

须满足 c3 ,1 > 0 ,才能保证 A矩阵的所有特征根分布

在左半轴 ,即 D > 0. 664 041 5 ;当 D < 0. 664 041 5

时 ,系统不稳定运行 ,具体仿真见图 2～4 ,纵坐标为
δ/ rad ,横坐标为 t/ s。

图 2　参数 D = 0. 6的仿真结果

Fig. 2　Simulation result with parameter D = 0. 6

图 3　控制参数 D = 0. 664 041 5的仿真结果

Fig. 3　Simulation result with parameter D = 0. 664 041 5
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图 4　控制参数 D = 8的仿真结果

Fig. 4　Simulation result with parameter D = 8

5　结论

1)本文将控制理论中判断系统是否稳定的劳斯

判据引入到电力系统的稳定分析中 ,可以比较快速

地判别出电力系统发生 Hopf 分岔的条件 ,同时可以

计算出系统振荡的频率 ,这些优点使得在进行分岔

计算时 ,每次改变控制参数的值不需要进行 Jacobian

矩阵的特征根求解 ,大大减小了计算量 ,为电力系统

寻找 Hopf分岔点开辟了新的途径。

2)电力系统中某些参数 (如阻尼系数 ,励磁调节

器放大系数等)如果取值不当往往会造成系统增幅

性低频振荡和非线性振荡。本文选择发电机阻尼系

数 D作为分岔参数 ,对采用本文所提算法计算所得

结果进行了仿真 ,由仿真结果可以看出 ,所提算法能

够精确得到 Hopf 分岔点 ,在 Hopf 分岔点以及 hopf

分岔点左右区间内 ,系统均表现出了不同的振荡模

式 ,证实了本文所提方法的有效性。

3)尽管本文采用的算例系统比较简单 ,但该系

统能够捕捉到其发生 hopf 分岔的基本特征。可作

为今后进一步推广上述理论的基础。
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pled state space model of multi2machine power systems , the control rule is easy to be implemented because it needs only local information to

drive the subsystems to reach their local equilibrium points , and then the total system is stable. The simulation results show that the proposed

method can improve transient stability of multi2machine power systems significantly.

Key words :　excitation control ;　observation decoupled state space model ;　optimal control
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Abstract :　By using Hopf bifurcation theory to analyze the stability operation of electric power systems , the nonlinear characteristics of nonlin2
ear systems can be totally involved and the instability reasons for systems be revealed further. While to calculate the Hopf bifurcation points ,

the previous methods involve a great deal of computation of the eigenvalues of system’s Jacobian matrix and decision whether the real parts of

the eigenvalues were zero when there exist any change of the parameters in the system. In this paper , with the Louts criterion for Hopf bifurca2
tion , the Hopf bifurcation point of the nonlinear systems and the corresponding frequency at this point can be obtained directly , which over2
comes the drawback of the traditional method involving much computation for systems’Jacobian matrix. The method introduced in the paper is

proved effective by the example for a simple electric power system.
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